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УСЕРЕДНЕННЯ В БАГАТОЧАСТОТНИХ СИСТЕМАХ ІЗ 

ЗАПІЗНЕННЯМ  І НЕЛОКАЛЬНИМИ УМОВАМИ 

 

Анотація. Для багаточастотних систем із лінійними запізненнями і 

багатоточковими й інтегральними умовами побудовано усереднену за 

фазовими змінними задачу. Досліджено існування та єдиність розв’язку 

точної задачі. Одержано оцінку похибки методу усереднення, яка явно 

залежить від малого параметра. 

Ключові слова: метод усереднення, малий параметр, багаточастотна 

система, лінійне запізнення, резонанс, інтегральна умова. 

Abstract. The problem averaged over phase variables is constructed for 

multi-frequency systems with linear delays and multi-point and integral conditions. 

The existence and uniqueness of the solution for the original problem have been 

studied. An estimate of the error of the averaging method is obtained, which 

clearly depends on a small parameter. 

Key words: averaging method, small parameter, multifrequency systems, 

linearly delay, resonance, integral condition. 

 

Вступ. Різноманітні коливні системи, які в процесі еволюції проходять 

через резонанси, описуються диференціальними рівняннями вигляду [4, 5, 8, 

9] 

𝑑𝑎

𝑑𝜏
= 𝑋(𝜏, 𝑎, 𝜑),

𝑑𝜑

𝑑𝜏
=
𝜔(𝜏, 𝑎)

𝜀
+ 𝑌(𝜏, 𝑎, 𝜑),                            (1) 
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де 𝑎 ∈ 𝐷 ⊂  𝑅𝑛, 𝜑 ∈ 𝑅𝑚, 𝑚 ≥ 2,𝜔 − вектор частот, малий параметр 𝜀 ∈

(0, 𝜀0],  𝜏 = 𝜀𝑡; вектор-функції 𝑋 і 𝑌 2𝜋 –періодичні за змінними 𝜑𝜐, 𝜐 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Ефективним методом побудови розв’язку і таких систем є метод 

усереднення за швидкими змінними 𝜑𝜐, у результаті чого системі (1) 

відповідає простіша система 

𝑑𝑎̅

𝑑𝜏
= 𝑋0(𝜏, 𝑎̅),

𝑑𝜑̅

𝑑𝜏
=  
𝜔(𝜏, 𝑎̅)

𝜀
+ 𝑌0(𝜏, 𝑎̅).                              (2) 

В усередненій системі вектор повільних змінних 𝑎̅(𝜏) знаходяться 

незалежно від 𝜑̅, а швидких змінних  𝜑̅(𝜏, 𝜀) – одержується інтегруванням, 

якщо відомо 𝑦̅ = 𝜑̅(0; 𝜀). 

У монографії [8] обґрунтування методу усереднення для систем 

вигляду (1) із початковими, багатоточковими та інтегральними умовами 

здійснено на підставі оцінок відповідних осциляційних інтегралів. Такий 

підхід застосовано і для багаточастотних систем із запізненням аргументу у 

працях [1–3 ]. Системи рівнянь з інтегральними умовами досліджуються, 

наприклад у [2–4, 7]. 

Постановка задачі. У даній праці розглянено m-частотну систему 

диференцiальних рiвнянь iз лiнiйно перетвореними аргументами вигляду 

                    Λ Θ
, , ,

da
X a

d
 


                                                            (3) 

 Λ Θ
, , ,

da
X a

d
 


                                                              (4) 

де  0,  ,L   малий параметр  0
0,  ,       

j j
     ,  1

Λ ,  ,
p

   , 

1
0   1

p
    ,    

i i
a a

  ,  1

Θ ,  ,
q

   , 
1

0   1
q

    . Вектор-

функції X, Y і  достатньо гладкі за всіма аргументами при  0,  ,L   a D , D 

– обмежена замкнена опукла область в 
nR , ,  1m m R , 2-періодичні за 

змінними .
j

  
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Для системи рiвнянь (3), (4) задано умови 

                                             
1 0

( ) ( ( ) ( ) ),
Lr

a t f A a d
 



   


                                   (5) 

                                                   
1 0

( ) ( ( , ( ), ( ) )),
Lr

t g h a d
 



      
 



                              (6) 

Усереднена задача за швидкими змінними як ситема рівнянь, так і 

умови набувають вигляду 

              0 Λ
, ,

da
X a

d



                                                                   (7) 

              
 

 0 Λ
     , ,

d
Y a

d

 


 
                                            (8) 

∑𝛼𝜐𝑎̅(𝑡𝜈) = 𝑓(∫𝐴(𝜏)𝑎̅(𝜏)𝑑𝜏,                             (9)

𝐿

0

𝑟

𝜈=1

 

∑𝛽𝜐𝜑̅(𝑡𝜈) = 𝑔(∫ℎ0(𝜏, 𝑎Λ)𝑑𝜏).                            (10)

𝐿

0

𝑟

𝜈=1

 

Усереднена задача простiша, нiж точна, оскiльки окремо розв’язується 

задача (7), (9). Якщо розв'язок ( ; ), (0; ), [0, ],a a y y a y L     знайдено, то 

розв'язок ( ; , , ), (0; , , )y y           знаходимо шляхом iнтегрування 

рівняння (8). Задача полягає у встановленнi достатнiх умов iснування та 

єдиностi розв'язку задачi (3)–(6) й отримання оцiнки вiдхилення розв’язкiв 

точної й усередненої систем задач, залежної вiд параметра ε. 

Нехай 𝑉(𝜏) − визначник Вронського порядку 𝑚𝑞, побудований за 

системою функцій 
1

{ ( ),..., ( )}
q

     , 
0

( ; )
: ( )

L a y
z A d

y


 





 , 

1 0

( ; ) ( ) ( ; )
( ) : ( ) .

Lr a t y f z a y
P y A d

y z y







  



  
 

  
   

Терема. Нехай виконуються умови: 

1)      
Λ Θ

2,2, 2

,   , 1
,   ,  ,  0, ;mq p mq

a
X Y C G G L D R

 
     

2)  1 0, ;mqC L   
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3) визначник Вронського  V   відмінний від нуля на [0, ]L ; 

4) існує єдиний розв’язок усередненої задачі (7)–(9) і компонента 

 ; a y  належить області D із деяким -околом; 

5) матриця  P y  невироджена і 
1

0
q







 ;  

6) елементи матриці    2

1
0,  ,   , .

ij
A C L f g C G   

Тоді для досить малого 
0

0   для кожного  0,0    існує єдиний 

неперервно диференційований розв’язок 

 ( , , , ), ( , , , )a y y               задачі (3)-(6) виконується оцінка  

1
( ; , , ) ( ; ) ( ; , , ) ( ; , , )a y a y y y c                        

 

для всіх    0
( , ) 0, 0,L    , водночас 

2 3
( ) , ( ) ,c c         

де 1( )mq  , додатні сталі 
1 2 3
, ,c c c  не залежать від  . 

Умова 3 забезпечує вихід із малого околу резонансу, умова якого в 

точці  0,1   визначена в  1  і набуває вигляду  

 
1

, ( ) 0, , max 0.
a

mk k Z k
    



   


    

Доведення теореми ґрунтується на оцінці відхилення розв’язків систем 

рівнянь (3), (4) і (7), (8) із початковими умовами, які збігаються в точці 0    

[1]. На підставі принципу стискаючих відображень доведено існування і 

єдиність початкових умов ( ( ), ( ))y       для розв’язку системи рівнянь 

(3), (4), який задовольняє умови (5), (6). 

Застосування одержаного результату розглянуто на контрольному 

прикладі Понтрягіна  [10, c. 57] із параметрами керування u і v: 

𝑥̈ + 𝛼𝑥̇ = 𝜌𝑢 + 𝜀𝑋(𝜏, 𝜑Θ), 
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𝑦̈ + 𝛽𝑥̇ = 𝜎𝑣 + 𝜀𝑌(𝜏, 𝜑Θ),                                    (11) 

𝜑̇ = 𝜔(𝜏) + 𝜀𝑍(𝜏, 𝜑Θ). 

де 𝜑 ∈ 𝑅𝑚, 𝑚 ≥ 1, малий параметр 𝜀 ∈ (0, 𝜀0], вектор-функції 𝑋, 𝑌 𝑖 𝑍 2𝜋 − 

періодичні за компонентами векторів швидких змінних 𝜑Θ𝜐 , 𝜐 = 1,𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Заміною змінних 𝑧1 = 𝑥 − 𝑦, 𝑧2 = 𝑥̇, 𝑧3 = 𝑦̇ система рівнянь зводиться 

до системи вигляду 

𝑧̇1 = 𝑧2 − 𝑧3, 

𝑧̇2 = 𝜌𝑢 − 𝛼𝑧2 + 𝜀𝑋(𝜏, 𝜑Θ), 

𝑧̇3 = 𝜎𝜐 − 𝛽𝑧3 + 𝜀𝑌(𝜏, 𝜑Θ), 

𝜑̇ = 𝜔(𝜏) + 𝜀𝑍(𝜏, 𝜑Θ). 

До одержаної системи застосовується метод усереднення. Процес 

переслідування завершений, якщо 𝑥(𝑇) = 𝑦(𝑇), 𝑇 > 0. 
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