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АПРОКСИМАТИВНІ ВЛАСТИВОСТІ БІГАРМОНІЙНИХ ІНТЕГРАЛІВ 

ПУАСОНА НА КЛАСАХ ФУНКЦІЙ ГЕЛЬДЕРА 

 

Отримано точне значення верхньої межі відхилення бігармонійного 

інтеграла Пуассона від функцій класу Гельдера 𝐻1 в рівномірній та інтегральній 

метриках. 

Через 𝐿2𝜋
1  будемо позначати клас 2𝜋-періодичних інтегровних функцій з 

нормою 

||𝑓||
1
  = ∫ |𝑓(𝑥)|

𝜋

−𝜋

 𝑑𝑥, 

Множину функцій 𝑓 ∈  𝐿2𝜋
1 ,, які задовольняють нерівність 

||𝑓(𝑥 + 𝑡) −  𝑓(𝑥)\||
1
≤ |𝑡|,                                             (1) 

будемо позначати, як прийнято, через 𝐻1
1 і називати класом Гельдера. Якщо ж 𝑓 ∈

 𝐿2𝜋
1 , і виконується нерівність 

||𝑓(𝑥 + 𝑡) −  2𝑓(𝑥) +  𝑓(𝑥 − 𝑡)||
1
≤  2|𝑡|, 

то множину таких функцій позначають через 𝐻1
2 і називають класом квазігладких 

функцій [7]. 

Для 2𝜋 періодичної сумовної функції 𝑓 через 𝐴2(𝜌), 0 ≤ 𝜌 <  1, будемо 

позначати (див., наприклад, [1]) бігармонійний інтеграл Пуассона: 
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𝐴2(𝜌) =  𝐴2(𝜌, 𝑓, 𝑥) =
1

𝜋
 ∫ 𝑓

𝜋

−𝜋

(𝑡 + 𝑥)𝑃𝜌(𝑡) 𝑑𝑡, 

де 𝑃𝜌(𝑡) =
1

2
 + ∑ ( 1 +

𝑘

2
(1 − 𝜌2)) ∞

𝑘=1 𝜌𝑘𝑘𝑡 − бігармонійне ядро Пуассона. 

Покладемо 𝜌 =  𝑒−
1

𝛿, 𝛿 >  0, і надалі бігармонійний інтеграл Пуассона будемо 

записувати у вигляді 

𝐴2,𝛿(𝑓, 𝑥) =
1

𝜋
 ∫ 𝑓(𝑡 + 𝑥)

𝜋

−𝜋

𝑃𝛿(𝑡) 𝑑𝑡, 

де 𝑃𝛿(𝑡) =
1

2
 + ∑ ( 1 +

𝑘

2
(1 − 𝑒−

2

𝛿 )) 𝑒−
𝑘

𝛿 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡∞
𝑘=1 , як і раніше, − бігармонійне 

ядро Пуассона. 

В даній роботі вивчається поведінка величин 

Ε( 𝐻1
1;  𝐴2,𝛿)1  =  𝑠𝑢𝑝𝑓∈ 𝐻1

1  || 𝐴2,𝛿  (𝑓, 𝑥)  −  𝑓(𝑥) ||1,                         (2) 

коли 𝛿 → ∞,  

Якщо в явному вигляді знайдена функція 𝜑(𝛿)  = 𝜑(𝐻1
1; 𝛿) така, що при  

𝛿 → ∞, 

Ε( 𝐻1
1; 𝐴2,𝛿)1 = 𝜑(𝛿)  +  𝑜(𝜑(𝛿)), 

то, наслідуючи О.І. Степанця [6, с. 198], будемо казати, що розв’язана задача 

Колмогорова--Нікольського для бігармонійного інтеграла Пуассона на класі 𝐻1
1. 

С. Канієв [4] для величини Ε( 𝐻∞
2 ; 𝐴2(𝜌)) при 𝜌 →  1 −  0 встановив таку 

асимптотичну рівність: 

Ε( 𝐻∞
2 ; 𝐴2(𝜌))∞  =

2

𝜋
(1 − 𝜌) +

𝜀𝜌

𝜋
, 𝜀𝜌  =  𝑜(1 − 𝜌).                   (3) 

В роботі P. Pych [5] отримано такий результат: 

 Ε( 𝐻∞
2 ; 𝐴2(𝜌))∞ =

2

𝜋
(1 − 𝜌) +  𝑂 ((1 − 𝜌)2 ln

1

1 − 𝜌
 ) , 𝜌 →  1 −  0.   (4) 

При наближенні функцій класу 𝐻∞
2  їх бігармонійними інтегралами Пуассона 

оцінки (3) і (4) дають можливість встановити першу асимптотичну константу 
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(константу Колмогорова — Нікольського) (див. [3]). Метою даної роботи є 

отримання точних значень верхньої межі відхилення бігармонійного інтеграла 

Пуассона від функцій класу Гельдера 𝐻1
1, в рівномірній та інтегральній метриках. 

Теорема. При 𝛿 → ∞ має місце рівність 

Ε( 𝐻1
1;  𝐴2,𝛿)1 =

1 − 𝑒
−
2
𝛿

𝜋
 ∫

[𝑡]2𝜋
𝑡2

∞

𝜋

 𝑑𝑡 + 

+ (
2

𝜋𝛿
 −  2

1 − 𝑒
−
2
𝛿

𝜋
) ∑(−1)𝑘+1

∞

𝑘=1

 ∫
[𝑡]2𝜋
𝑡2𝑘

∞

𝜋

𝑑𝑡 (
1

𝛿
)
2𝑘−2

+ 

+
1 − 𝑒

−
2
𝛿

𝜋
 ∑(−1)𝑘
∞

𝑘=1

1

𝜋2𝑘
(
1

𝛿
)
2𝑘

+ (
2

𝜋𝛿
 − 

1 − 𝑒
−
2
𝛿

𝜋
) (ln 𝛿  + ln𝜋 )  + 

+  (
2

𝜋𝛿
 − 

1 − 𝑒
−
2
𝛿

𝜋
) ∑(−1)𝑘−1

∞

𝑘=1

1

2𝑘𝜋2𝑘
(
1

𝛿
)
2𝑘

,                       (5) 

де символ [𝑓(𝑡)]2𝜋 означає парне 2𝜋-періодичне продовження функції 𝑓(𝑡). 

Наслідок. При 𝛿 → ∞ мають місце асимптотичні рівності: 

Ε( 𝐻1
2;  𝐴2,𝛿)1 =

2

𝜋𝛿
 +  𝑂 (

ln 𝛿

𝛿2
), 

Ε( 𝐻1
2;  𝐴2,𝛿)1  =  

2

𝜋𝛿
 −
4 ln 𝛿

𝜋𝛿2
 +  𝑂 (

1

𝛿2
). 

Співвідношення (5) дає можливість знаходити послідовно константи 

Колмогорова-Нікольського як завгодно високого порядку малості. Відмітимо, що 

аналогічну теорему для випадку наближення функцій класу Гельдера 𝐻1
1, 

сингулярними інтегралами Абеля--Пуассона отримано В. О. Баскаковим (див. [2]). 
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