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ПРО НАЙКРАЩЕ НАБЛИЖЕННЯ НА КЛАСАХ ЗГОРТОК, 

ПОРОДЖЕНИХ СКЛАДЕНИМИ ЯДРАМИ 

 

Анотація. Запропоновано до розгляду нові достатні умови для лінійних 

комбінацій парних (непарних) ядер, виконання яких дозволить обчислити точні 

значення величин найкращих наближень функцій із класів згорток, породжених 

цими комбінаціями парних або непарних функцій. 

Ключові слова: найкраще наближення лінійної комбінації ядер, класи 

Степанця, умова Надя Nn
∗  (Nn,p

∗ ).  

Abstract. New sufficient conditions for linear combinations off even (odd) kernels 

are proposed for consideration, the fulfillment of which allow calculating the exact values 

of the best approximations of functions from the classes of convolutions generated by 

these combinations of even or odd functions. 

Keywords: best approximation of linear combination of kernels, Stepanets classes, 

Nagy’s condition Nn
∗  (Nn,p

∗ ).      

 

Вступ. Результати повідомлення стосуються запроваджених О.І. Степанцем 

(див., напр. [3]) класів 𝐿
𝛽̅

𝜓
ℜ(𝐶

𝛽̅

𝜓
ℜ) та їх лінійних комбінацій. Зазначимо, усі відомі 

до цього часу значення величин найкращих наближень на класах 𝐿
𝛽̅

𝜓
ℜ(𝐶

𝛽̅

𝜓
ℜ), де ℜ 

≡ 𝑈1
0 = {𝜑 𝜖 𝐿: ‖𝜑‖1 ≤ 1,𝜑 ⊥ 1}, (ℜ ≡  𝑈∞

0 = {𝜑 𝜖 𝐿: ‖𝜑‖∞  ≤ 1, 𝜑 ⊥ 1}) , були 

знайдені для множин функцій що записуються у вигляді згорток, які задовольняють 

умову Нікольського 𝐴𝑛
∗ , або ж більш жорстку, умову Надя 𝑁𝑛

∗. Умови 𝐴𝑛
∗ , та 𝑁𝑛

∗ 

(див. , напр. [2]) можна означити так: 

Означення 1. Говорять, що сумовна 2𝜋 – періодична функція K(𝑡), яка 

тотожно не дорівнює нулю, задовольняє умову 𝐴𝑛
∗ , n 𝜖 N, (𝐾 𝜖 𝐴𝑛

∗ ), якщо існують 
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тригонометричний поліном 𝑇𝑛−1
∗ (∙) степеня n -1 і довільне число 𝜆 ≤ 

𝜋

𝑛
 таке, що для 

функції 𝜑∗(𝑡) = sign (𝐾(𝑡) − 𝑇𝑛−1
∗ (𝑡)) майже при всіх t виконується рівність 

𝜑∗(𝑡 +  𝜆) = - 𝜑∗(𝑡). 

Означення 2. Говорять, що сумовна 2𝜋 – періодична функція K(𝑡), яка 

тотожно не дорівнює нулю, задовольняє умову 𝑁𝑛
∗, n 𝜖 N (𝐾 𝜖 𝑁𝑛

∗), якщо існують 

тригонометричний поліном 𝑇𝑛−1
∗ (∙) степеня n -1 і точка 𝜉 = 𝜉𝑛 𝜖 [0,

𝜋

𝑛
] такі, що вираз 

K(𝑡) - 𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) змінює знак на проміжку [0; 2𝜋[ в точках 𝑡𝑘 = 𝜉 + 

𝑘𝜋

𝑛
, k = 0,1, …, 2n-

1, і тільки в них. 

Завдяки функції Крейна в багатьох випадках нескладно побудувати 

тригонометричний многочлен, який співпадає з ядром K(𝑡) в 2n рівномірно 

розташованих на періоді точках. Складнішим питанням є доведення того факту, що 

більше точок співпадання полінома 𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) та ядра K(𝑡) на періоді не існує. Власне, 

всі роботи в даному напрямі присвячені розв′язанню цього питання. Разом зі 

сказаним існують такі ядра, для яких многочлен 𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) та ядро K(𝑡) рівні між 

собою більше аніж в 2n  точках на періоді. Тому в роботі пропонується до розгляду 

така властивість ядер K(𝑡). 

Означення 3. Сумовна 2𝜋 – періодична функція K(𝑡), яка тотожно не 

дорівнює нулю, задовольняє умову 𝑁𝑛,𝑝
∗ , n 𝜖 N, p = 0,1, …, (𝐾 𝜖 𝑁𝑛,𝑝

∗ ), якщо існують 

тригонометричний поліном 𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) степеня n – 1 і точка 𝜉 = 𝜉𝑛 𝜖 [0,

𝜋

𝑛+𝑝
[ такі, що 

різниця K(𝑡) - 𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) змінює знак на [0,2𝜋[ у точках 𝑡𝑘 = 𝜉 + 

𝑘𝜋

𝑛+𝑝
, k = 0,1, …, 2n + 

2p -1, і лише в них. 

Зрозуміло, що ядро, яке задовольняє умову 𝑁𝑛,𝑝
∗ , буде задовольняти умову 

Надя 𝑁𝑛+𝑝
∗  при наближенні тригонометричним поліномом 𝑇𝑛−1

∗ (𝑡) степеня n – 1. 

2. Постановка задачі. Нехай K(𝑡) – сумовна 2𝜋 – періодична функція, 

𝔐𝑐(𝔐𝐿) – клас згорток елементів 𝜑 одиничної кулі 𝑈∞
0 (𝑈1

0) з ядром K(𝑡). 
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Відомо, що у випадку виконання умови 𝐴𝑛
∗  для ядра згортки K(𝑡) мають місце 

рівності (див. , напр. [2, §6]) 

𝐸𝑛(𝔐𝑐)𝐶= sup
𝑓𝜖 𝔐𝑐

inf
𝑇𝑛−1

‖𝑓(∙) − 𝑇𝑛−1(∙)‖𝐶= sup
𝜑 𝜖 𝑈∞

0
inf
𝑇𝑛−1

‖ 𝜑 ∗ K(∙) − 𝑇𝑛−1(∙)‖𝐶    = 

=  𝐸𝑛(𝔐𝐿)1= sup
𝑓𝜖 𝔐𝐿

inf
𝑇𝑛−1

‖𝑓(∙) − 𝑇𝑛−1(∙)‖𝐿= sup
𝜑 𝜖 𝑈1

0
inf
𝑇𝑛−1

‖𝜑 ∗ K(∙) − 𝑇𝑛−1(∙)‖𝐿=     

= 
1

𝜋
𝐸𝑛(𝐾)1 .                                                         (1) 

Б. Надєм в [1] знайдені достатні умови 𝑁𝑛
∗ того, що многочлен 𝑇𝑛−1

∗ (𝑡) 

забезпечує найкраще наближення ядра K(𝑡), яке є парною або непарною функцією, 

в метриці L. Із роботи [3] випливає, що сума ядер з цими умовами також буде 

ядром, що задовольняє умову 𝑁𝑛
∗. Цікавою є задача  відшукання величини 

найкращого наближення в метриці L лінійної комбінації непарних (парних) ядер, 

або ж принаймні різниці двох таких ядер.   

3. Основні результати. Нехай 𝜓𝑖(𝑘), i = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , - деякі послідовності дійсних 

чисел і Ψ𝑖
𝑐(𝑡) = ∑ 𝜓𝑖

∞
𝑘=0 (𝑘)𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡, Ψ𝑖

𝑠(𝑡) = ∑ 𝜓𝑖
∞
𝑘=1 (𝑘)𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡, 𝛼̅ = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚). 

Розглянемо ядра вигляду 𝐾𝐶(𝑡, 𝛼̅)=∑ 𝛼𝑖
𝑚
𝑖=1 Ψ𝑖

𝑐(𝑡), 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) = ∑ 𝛼𝑖
𝑚
𝑖=1 Ψ𝑖

𝑠(𝑡). 

Справедливі твердження 

Теорема 1. Нехай сумовні функції  Ψ𝑖
с(𝑡) (𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ) неперервні на проміжку 

(0; 2𝜋), ядро 𝐾С(𝑡, 𝛼̅) інтерполюється тригонометричним многочленом порядку не 

вище n – 1 на періоді не більше як в 2n +2 точках, многочлен  𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) – інтерполює 

функцію 𝐾С(𝑡, 𝛼̅) в нулях cos 𝑛𝑡, ∆𝑛
∗ (𝑡, 𝛼̅)=𝐾𝐶(𝑡, 𝛼̅) - 𝑇𝑛−1

∗ (𝑡).  Якщо 

sign ∆𝑛
∗ (0 + 0, 𝛼̅) ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛 ∆𝑛

∗ (𝜋, 𝛼̅) = (−1)𝑛, то ядро 𝐾𝐶(𝑡, 𝛼̅) задовольняє умову Надя 

𝑁𝑛
∗. 

Теорема 2. Нехай сумовні функції Ψ𝑖
𝑐(𝑡) неперервні на проміжку (0; 2𝜋),  

ядро 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) інтерполюється тригонометричним многочленом порядку не вище n 

– 1 на періоді не більше як в 2n + 1 точці, многочлен 𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) – інтерполює функцію 

𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) в нулях sin 𝑛𝑡, ∆𝑛
∗ (𝑡, 𝛼̅) = 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) - 𝑇𝑛−1

∗ (𝑡). Якщо sign ∆𝑛
∗ (0 + 0, 𝛼̅) ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛 

∆𝑛
∗ (𝜋 − 0, 𝛼̅) = (−1)𝑛−1, то ядро 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) задовольняє умову Надя 𝑁𝑛

∗. 
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Отже, до ядер із 𝑇1 та  𝑇2 можемо застосовувати рівності (1). 

Наслідок 1. Якщо ядро 𝐾С(𝑡, 𝛼̅) задовольняє умови теореми  1, то  

𝐸𝑛(𝔐𝑐)𝐶= sup
𝑓𝜖 𝔐𝑐

inf
𝑇𝑛−1

‖𝑓(∙) − 𝑇𝑛−1(∙)‖𝐶 = 𝐸𝑛(𝔐𝐿)1 = sup
𝑓𝜖 𝔐𝐿

inf
𝑇𝑛−1

‖𝑓(∙) −

 𝑇𝑛−1(∙)‖1 = 
1

𝜋
𝐸𝑛(𝐾С(𝑡, 𝛼̅) )1 = 

4

𝜋
|∑ 𝛼𝑖 ∑

(−1)𝑘𝜓𝑖[(2𝑘+1)𝑛]

2𝑘+1

∞
𝑘=1

𝑚
𝑖=1 |. 

Якщо ж ядро 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) задовольняє умови теореми 2, то 

𝐸𝑛(𝔐𝑐)𝐶 =𝐸𝑛(𝔐𝐿)1 = 
1

𝜋
 𝐸𝑛(𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) )1 = 

4

𝜋
|∑ 𝛼𝑖 ∑

𝜓𝑖[(2𝑘+1)𝑛]

2𝑘+1

∞
𝑘=1

𝑚
𝑖=1 |. 

Цікавими є випадки лінійних комбінацій K(𝑡, 𝛼̅), при яких різниця ∆𝑛
∗ (𝑡, 𝛼̅) 

перетворюється в нуль у 2n + 2 точках на періоді при 𝐾С(𝑡, 𝛼̅) парній функції, та у 

2n + 1 точці на проміжку (0; 2𝜋), якщо 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) – непарна функція і при цьому 

інтерполюючий многочлен має порядок не вище за n-1. Виявляється, що у випадку 

виконання протилежної умови до твердження 𝑇1, а саме, sign∆𝑛
∗ (0 + 0, 𝛼̅) ∙ sign 

∆𝑛
∗ (𝜋, 𝛼̅) = (−1)𝑛+1, відповідно до твердження 𝑇2 – sign ∆𝑛

∗ (0 + 0, 𝛼̅) ∙ sign 

∆𝑛
∗ (𝜋 − 0, 𝛼̅) = (−1)𝑛, умова Надя 𝑁𝑛

∗ для ядра K(𝑡, 𝛼̅) виконуватися не буде, проте 

матиме місце умова 𝑁𝑛,1
∗ . Справедлива 

Теорема 3. Нехай сумовні функції Ψ𝑖
𝑐(𝑡) неперервні на проміжку (0; 2𝜋). 

Якщо ядро 𝐾С(𝑡, 𝛼̅) інтерполюється тригонометричним многочленом 𝑇𝑛−1(𝑡) на 

періоді не більше як в (2𝑛 + 2) –х точках, то при кожному n 𝜖 N існують числа  

𝛼𝑖
∗ = 𝛼𝑖

∗(𝑛), i = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , та тригонометричний многочлен 𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) такі, що  

sign ∆𝑛
∗ (0 + 0, 𝛼∗̅̅ ̅) ∙ sign ∆𝑛

∗ (𝜋, 𝛼∗̅̅ ̅) = (−1)𝑛+1, а ядро 𝐾С(𝑡, 𝛼̅) задовольняє умову 𝑁𝑛,1
∗ . 

Аналогічно, можемо переконатися в справедливості наступного твердження. 

Теорема 4. Нехай сумовні функції Ψ𝑖
𝑠(𝑡) неперервні на проміжку (0; 2𝜋). 

Якщо ядро 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) інтерполюється тригонометричним многочленом 𝑇𝑛−1(𝑡) на 

проміжку (0; 2𝜋) не більше як в 2n + 1точці, то при кожному n 𝜖 N існують числа 

𝛼𝑖
∗ = 𝛼𝑖

∗(𝑛), i = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , та тригонометричний многочлен 𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) такі, що sign 

∆𝑛
∗ (0 + 0, 𝛼∗̅̅ ̅) ∙ sign ∆𝑛

∗ (𝜋 − 0, 𝛼∗̅̅ ̅) = (−1)𝑛і при цьому ядро 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼
∗̅̅ ̅) задовольняє 

умову 𝑁 𝑛,1
∗ . 
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Наслідок 2. Якщо ядро 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) із теореми 3 задовольняє умову 𝑁𝑛,1
∗ , то при 

кожному n 𝜖 N для класу 𝔐𝑐(𝔐𝐿) – згорток із цим ядром справедлива рівність 

𝐸𝑛(𝔐𝑐)𝐶  = 𝐸𝑛(𝔐𝐿)1 = 
4

𝜋
|∑ 𝛼𝑖

∗ ∑
𝜓𝑖[(2𝑘+1)(𝑛+1)]

2𝑘+1

∞
𝑘=1

𝑚
𝑖=1 |. 

Якщо ядро 𝐾𝑆(𝑡, 𝛼
∗̅̅ ̅) із теореми 4 задовольняє умову 𝑁𝑛,1

∗ , то при кожному n 𝜖 

N  

𝐸𝑛(𝔐𝑐)𝐶  = 𝐸𝑛(𝔐𝐿)1 = 
4

𝜋
|∑ 𝛼𝑖

∗ ∑
(−1)𝑘𝜓𝑖[(2𝑘+1)(𝑛+1)]

2𝑘+1

∞
𝑘=1

𝑚
𝑖=1 |. 

Якщо лінійна комбінація 𝐾С(𝑡, 𝛼̅) (𝐾𝑆(𝑡, 𝛼̅) ) містить два доданки, а 

коефіцієнти вектора 𝛼̅ вибрати у вигляді 𝛼̅ = (1, 𝛼), то значення 𝛼∗, при якому ядро 

задовольняє умову 𝑁𝑛,1
∗ , єдине. Якщо число доданків m більше двох, вказана 

властивість може місця не мати. 

4. Висновки. Одержано достатні умови для лінійних комбінацій парних, а 

також непарних ядер, для яких виконується “узагальнена“ умова Надя 𝑁𝑛,1
∗ . При 

виконанні цих умов обчислено точне значення найкращих наближень класів 

періодичних функцій, що задаються за допомогою згорток з такими твірними 

ядрами, в метриках просторів неперервних та інтегровних фукцій. 
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