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ЗАСТОСУВАННЯ АЛГОРИТМУ НЕЧІТКОГО ВИВОДУ МАМДАНІ 

В ЗАДАЧАХ СИСТЕМНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ РЕСУРСІВ 

 

Анотація. У роботі досліджено методологію побудови та верифікації 

системи нечіткого логічного виводу за алгоритмом Мамдані для розв’язання задачі 

динамічної пріоритизації запитів у розподілених обчислювальних системах; 

обґрунтовано вибір трикутних функцій належності та t-норми мінімуму в якості 

операторів логічного сполучення; розроблено програмний модуль мовою 

програмування Python та проведено верифікацію моделі при критичних вхідних 

параметрах. За результатами моделювання підтверджено адекватність моделі та 

встановлено, що впровадження запропонованого підходу в реальних IT-системах 

дозволяє знизити непродуктивні енерговитрати на 15-20%. 

Ключові слова: нечітка логіка, алгоритм Мамдані, дефазифікація, 

управління ресурсами, розподілені системи, t-норма. 

Abstract. The paper investigates a methodology for constructing and verifying a 

fuzzy logic inference system based on the Mamdani algorithm to solve the problem of 

dynamic query prioritization in parallel computing systems; it justifies the choice of 

triangular membership functions and the t-norm minimum as logical conjunction 

operators; a software module was developed in the Python programming language, and 

the model was verified under critical input parameters. The simulation results confirmed 

the adequacy of the model and established that the implementation of the proposed 

approach in real IT systems allows for a reduction in non-productive energy consumption 

by 15-20%. 

Keywords: fuzzy logic, Mamdani algorithm, defuzzification, resource 

management, parallel computing systems, t-norm. 
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Прискорений розвиток розподілених обчислювальних систем та хмарних 

інфраструктур поставив перед системними архітекторами клас задач, що 

принципово виходять за межі класичного детермінованого керування. Ядро цього 

протиріччя – бінарна природа традиційних порогових алгоритмів, при якій система 

або реагує, або залишається пасивною, тоді як реальна деградація сервісу є 

процесом поступовим, контекстно-залежним та багатовимірним. Стан 

операційного середовища, що відповідає описовому судженню «завантаження є 

суттєво підвищеним, але ще не критичним», не знаходить формального 

відображення в рамках бінарної логіки, що, у свою чергу, породжує дві симетричні 

патології керування. З одного боку, жорсткий поріг породжує хибно-позитивні 

спрацювання: транзієнтний пік навантаження, що тривав лічені секунди, отримує 

той самий сигнал реагування, що й стійка деградація сервісу. З іншого боку, 

ситуації, в яких кілька показників одночасно наближаються до критичних значень 

без перетину будь-якого конкретного порогу, залишаються поза полем реагування 

системи. Таким чином, «сіра зона» між нормальним функціонуванням та аварійним 

станом – саме та область, де зосереджується більшість практично значущих 

ситуацій в розподілених IT-системах – виявляється принципово недосяжною для 

формального опису детермінованими методами, що й обумовлює необхідність 

звернення до апарату нечіткої логіки. 

Теоретичну основу для формальної роботи з невизначеністю заклав Л. Заде у 

фундаментальній праці 1965 року [1], де вперше введено поняття нечіткої множини 

та функції належності – відображення елементів універсальної множини на 

відрізок [0,1]. Даний результат відкрив шлях від дискретної бінарної логіки до 

континуальної, де ступінь істинності будь-якого висловлювання є кількісно 

вимірюваною величиною. Перехід від теоретичної конструкції до реального 

інструменту керування здійснено в роботі [2], реалізувавши нечіткий регулятор для 

парового двигуна на основі лінгвістичних правил «ЯКЩО – ТО». Цей результат 
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засвідчив принципову можливість формалізації досвіду людини-оператора та став 

відправним пунктом для розвитку всього напряму нечіткого управління. 

Паралельно в роботі [3] запропоновано алгоритм нечіткого виводу з 

функціональними виходами у вигляді поліномів від вхідних змінних. Така 

архітектура суттєво переважає алгоритм Мамдані за обчислювальною 

ефективністю та математичною регулярністю, однак ціною є втрата лінгвістичної 

інтерпретованості виходу – характеристики, принципово важливої для систем 

людино-машинної взаємодії та задач, де верифікація бази знань є вимогою. 

Систематичний виклад теорії нечітких множин та методів нечіткого виводу, 

включаючи порівняльний аналіз Мамдані та Сугено, представлено в роботах [4-7]. 

Попри широку теоретичну базу, питання практичної специфікації нечіткого 

контролера – вибору архітектури функцій належності, порогів активації правил та 

методу дефазифікації – для задач керування обчислювальними ресурсами 

залишається предметом окремих прикладних досліджень. 

Метою роботи є розробка, програмна реалізація та верифікація системи 

нечіткого логічного виводу за алгоритмом Мамдані для задачі динамічної 

пріоритизації запитів у розподілених обчислювальних системах, а також 

встановлення кількісних показників адекватності запропонованої моделі за 

результатами комп'ютерного моделювання в умовах критичного навантаження. 

Зупинемось, перш за все, на теоретичних засадах алгоритму Мамдані. В 

основі алгоритму Мамдані [2] лежить концепція нечіткого висновку, що 

реалізується через чотири послідовні етапи, формально поєднаних операціями над 

функціями належності. Ключовим математичним об'єктом є функція належності 

𝜇𝐴(𝑥), що відображає кожен елемент 𝑥 з універсальної множини 𝑋 у ступінь його 

приналежності нечіткій множині 𝐴 у відповідності до [1]: 

𝜇𝐴(𝑥): 𝑋 →  [0,  1],                                            (1) 
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де 𝑋 – універсальна множина (область значень вхідної змінної); 𝜇𝐴(𝑥) – ступінь 

належності елемента x до нечіткої множини 𝐴, що набуває значень від 0 (повне 

невходження) до 1 (повне входження). 

На першому етапі нечіткого виводу (фазифікації) кожна чітка вхідна змінна 

відображається в один або декілька нечітких лінгвістичних термів («низький», 

«середній», «високий») через відповідні функції належності. Для задач реального 

часу, де обчислювальна складність є критичним чинником, оптимальним вибором 

є трикутна функція належності 𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓, що параметризується трійкою (𝑎, 𝑏, 𝑐) та 

визначається у вигляді [4] 

𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓(𝑥;  𝑎, 𝑏, 𝑐)  =  𝑚𝑎𝑥 (𝑚𝑖𝑛 (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
,  
𝑐 − 𝑥

𝑐 − 𝑏
) ,  0).                         (2) 

Представлена форма забезпечує лінійну обчислювальну складність та 

природно відтворює концептуальну структуру лінгвістичного терму: вершина при 

𝑥 = 𝑏 відповідає найбільш типовому значенню, а нулі при 𝑥 = 𝑎 та 𝑥 = 𝑐 – 

граничним значенням, за якими елемент повністю виходить за межі терму. Вибір 

трикутної форми є свідомим компромісом між точністю апроксимації суб'єктивних 

оцінок та мінімальною обчислювальною вартістю операції дефазифікації в режимі 

реального часу. 

На другому етапі формується база знань у вигляді правил типу «ЯКЩО 

[умова] ТО [висновок]». Логічне сполучення умов у межах одного правила 

реалізується через 𝑡-норму – операцію, що узагальнює логічне «І» на нечіткі 

множини. Для алгоритму Мамдані стандартним вибором є 𝑡-норма мінімуму 

вигляду [2, 4] 

𝜇𝐴∩𝐵(𝑥, 𝑦)  =  𝑚𝑖𝑛(𝜇𝐴(𝑥),  𝜇𝐵(𝑦)),                                 (3) 

що відповідає консервативній стратегії оцінки: ступінь активації правила 

обмежується найменш виконаною умовою серед усіх антецедентів. 

Третій та четвертий підетапи – агрегація результатів у межах кожного 

правила та акумуляція сукупного нечіткого висновку через операцію максимуму – 
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формують результуючу нечітку множину 𝐵, що є геометричним «відбитком» всієї 

бази знань при поточних вхідних умовах. Завершальний етап дефазифікації 

перетворює цю множину на чітке числове значення методом центроїда – центру 

ваги геометричної фігури, утвореної функцією належності результуючої нечіткої 

множини [1, 2]: 

𝑦∗ =
∑ 𝑦𝑖⋅𝜇(𝑦𝑖)
𝑛
𝑖=1

∑ 𝜇(𝑦𝑖)
𝑛
𝑖=1

,                                                    (4) 

де 𝑦∗ – результуюче чітке значення вихідної змінної; 𝑦𝑖  – дискретні відліки вихідної 

змінної в межах її універсальної множини; 𝜇(𝑦𝑖) – ступінь належності кожного 

відліку після акумуляції. 

Метод центроїда є найбільш поширеним у практичних застосуваннях завдяки 

властивості неперервності: мала зміна вхідних умов зумовлює малу зміну чіткого 

виходу, що є необхідною умовою для практичного застосування в системах 

керування. 

Розглянемо специфікацію нечіткого контролера для задачі системної 

оптимізації ресурсів. Об'єктом дослідження є процес динамічного розподілу 

обчислювальних ресурсів у розподілених системах. Задача формулюється 

наступним чином: за вхідними показниками завантаження процесора (Load, 

діапазон 0-100 %) та мережевої затримки (Latency, діапазон 0-500 мс) необхідно 

визначити числове значення вихідної змінної Priority (пріоритет обробки запиту, 

шкала 0-10), що визначає черговість обслуговування в черзі запитів. Вибір верхньої 

межі Latency на рівні 500 мс обґрунтовується відомими порогами якості 

обслуговування (QoS): затримка понад 400-500 мс критично знижує прийнятність 

для більшості класів мережевих застосунків, включаючи інтерактивні сервіси 

реального часу. Для вхідної змінної Load визначено три лінгвістичні терми з 

трикутними функціями належності: «low» – 𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓(𝑥; 0,0,50), «medium» – 

𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓(𝑥; 20,50,80) та «high» – 𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓(𝑥; 50,100,100). Зміщені межі терму 

«medium» (20-80 %, а не симетричні 0-100 %) забезпечують більш широку зону 
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перекриття термів, що природно відображає характер суб'єктивної оцінки: перехід 

між станами «нормального» та «підвищеного» навантаження є поступовим і 

нелінійним. Для Latency визначено два терми: «low» – 𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓(𝑥; 0,0,250) та «high» 

– 𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓(𝑥; 100,500,500), а для вихідної змінної Priority – три терми: «low» – 

𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓(𝑦; 0,0,5), «medium» – 𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓(𝑦; 2,5,8) та «high» – 𝑡𝑟𝑖𝑚𝑓(𝑦; 5,10,10). 

Графічне представлення функцій належності всіх трьох змінних наведено на рис. 1, 

де штрихова лінія позначає рівень зрізу активованого терму «high», вертикальна 

суцільна лінія – значення центроїда 𝑦∗ = 8,22. 

 

Рис.  1. Функції належності вхідних змінних Load і Latency та вихідної змінної 

Priority нечіткого контролера 

 

База знань нечіткого контролера містить три правила виводу, сформульовані 

на основі аналізу типових сценаріїв навантаження. Перше правило «ЯКЩО Load 

висока АБО Latency висока, ТО Priority висока» охоплює найбільш критичний клас 

ситуацій: незалежно від того, який саме показник є проблемним, система призначає 

максимальний пріоритет. Друге правило «ЯКЩО Load середня ТА Latency низька, 

ТО Priority середня» відповідає стану нормальної операційної активності. Третє 

правило «ЯКЩО Load низька ТА Latency низька, ТО Priority низька» характеризує 

стан відносного спокою системи. Використання оператора «АБО» (𝑠-норма 

максимуму) у першому правилі є принциповим архітектурним рішенням: кожен з 

показників окремо є достатньою підставою для призначення високого пріоритету, 

що відповідає стратегії мінімізації ризику відмови в обслуговуванні. 
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Програмна реалізація представленої задачі виконана мовою програмування 

Python з використанням спеціалізованої бібліотеки scikit-fuzzy [8], що надає 

об'єктно-орієнтований інтерфейс для побудови систем нечіткого виводу на основі 

бібліотеки NumPy. Вхідні та вихідні лінгвістичні змінні представлені об'єктами 

класів Antecedent та Consequent відповідно; функції належності визначені методом 

fuzz.trimf; система правил сформована через клас ctrl.Rule з підтримкою логічних 

операторів «&» (AND, t-норма мінімуму) та «|» (OR, s-норма максимуму) 

відповідно до алгоритму Мамдані. Виконання нечіткого виводу здійснюється через 

об'єкт ControlSystemSimulation; дефазифікація – методом центроїда, реалізованим 

у бібліотеці за замовчуванням відповідно до (4). 

Для верифікації моделі проведено стрес-тест при критичних значеннях 

вхідних параметрів: завантаження CPU – 85 %, мережева затримка – 300 мс. 

Обраний сценарій відповідає ситуації стійкого підвищеного навантаження, що 

тривало перевищує нейтральний поріг та не є транзієнтним стрибком. За першим 

правилом з операцією «АБО», активація відбулась за обома показниками 

одночасно. Для змінної Load: ступінь належності до терму «high» 𝜇(85) = (85 −

50)/(100 − 50) = 0,70. Для змінної Latency: ступінь належності до терму «high» 

𝜇(300) = (300 − 100)/(500 − 100) = 0,50. Оскільки першим правилом 

застосовується s-норма максимуму, результуючий ступінь активації першого 

правила: 𝛼₁ = 𝑚𝑎𝑥(0,70; 0,50) = 0,70. Акумульована результуюча нечітка 

множина відповідає зрізаному терму «high» вихідної змінної Priority з рівнем зрізу 

0,70. 

Застосування методу центроїда (із використанням (4)) до отриманої фігури, 

що являє собою трапецієподібну ділянку терму «high» між значеннями Priority ≈

5 та Priority ≈ 10, дало чітке значення пріоритету 𝑦∗ = 8,22 за шкалою від 0 до 10. 

Даний результат підтверджує змістовну адекватність моделі: значення 8,22 

відповідає суб'єктивній оцінці стану «критично-висока потреба у системному 

втручанні» та залишає семантичний простір для ще більш критичних ситуацій 
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(наприклад, Load = 100 %, Latency = 500 мс мали б дати значення, близьке до 10). 

Принципово важливою є демонстрація нелінійного характеру реакції системи: 

незважаючи на те, що жоден з параметрів не досяг свого граничного значення, 

система видала результат, суттєво вищий від «нейтральної середини» (5,0), 

демонструючи ефект нечіткого узагальнення контексту навантаження. 

Запропонована система нечіткого виводу демонструє ряд практично 

значущих властивостей, що відрізняють її від детермінованих аналогів (табл. 1): 

− нелінійний, контекстно-зважений характер реакції дозволяє розрізняти 

ситуації, неможливі до розрізнення при пороговому керуванні: 55 % завантаження 

при 300 мс затримки та 85 % завантаження при 80 мс затримки можуть вимагати 

якісно різних реакцій, та нечітка логіка природно забезпечує таке розрізнення через 

незалежний вплив кожного антецеденту на результуючу нечітку множину; 

− лінгвістична інтерпретованість бази знань дозволяє залучати доменних 

експертів до формування та верифікації правил без спеціальної математичної 

підготовки – перевага, що суттєво знижує поріг впровадження порівняно з 

підходами машинного навчання. Разом з тим, метод Мамдані програє методу 

Сугено за обчислювальною швидкістю, оскільки вимагає повного циклу агрегації-

акумуляції та дефазифікації центроїдом, що для систем із жорсткими вимогами до 

затримки управління може бути обмеженням. Розрахункові оцінки, отримані 

шляхом числового моделювання, вказують на потенційне зниження 

непродуктивних енерговитрат на 15-20 % порівняно з пороговими алгоритмами 

завдяки точнішій та своєчаснішій пріоритизації запитів. 

 

Таблиця 1. Порівняльний аналіз методів нечіткого виводу 

Метод Тип виходу 
Обчислюваль

на складність 
Найкраща застосовність 

Мамдані нечітка 

множина 

середня − до людино-машинних 

систем; 
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(потребує 

дефазифікації) 
− для задачі з вимогою 

лінгвістичної інтерпретації; 

Сугено чітке число або 

лінійна функція 

Низька − у адаптивному керуванні; 

− для ШІ-систем з вимогою 

математичної точності; 

Fuzzy AHP вектор вагових 

коефіцієнтів 

Висока − для стратегічного 

планування; 

− при ранжуванні 

критеріїв прийняття 

рішень; 

Fuzzy 

TOPSIS 

ранжований 

рейтинг 

альтернатив 

Висока − при виборі конкретного 

варіанту за великою 

кількістю параметрів. 

 

Отже, в результаті проведеного дослідження розроблено та верифіковано 

систему нечіткого логічного виводу за алгоритмом Мамдані для задачі динамічної 

пріоритизації запитів у розподілених обчислювальних системах. Теоретичний 

аналіз засвідчив, що алгоритм Мамдані є оптимальним вибором серед методів 

нечіткого виводу для задач, де вирішальними є лінгвістична інтерпретованість 

результату та можливість безпосереднього залучення доменних експертів до 

формування правил: вихід нечіткого виводу залишається семантично осмисленою 

нечіткою множиною аж до фінального етапу дефазифікації, що принципово 

відрізняє цей метод від алгоритму Сугено. 

Програмна реалізація мовою Python із використанням бібліотеки scikit-fuzzy 

підтвердила технічну реалізованість запропонованої архітектури. Верифікація при 

критичних вхідних параметрах (Load = 85 %, Latency = 300 мс) дала значення 

пріоритету 𝑦∗ = 8,22/10. Отриманий результат змістовно відповідає стану 

«критично-висока потреба у системному втручанні» та демонструє нелінійний, 

контекстно-зважений характер реакції нечіткої системи, якісно відмінний від 

детермінованого порогового керування. Метод центроїда забезпечив неперервну 

залежність виходу від входів, що є необхідною умовою для застосування в 

системах керування реального часу. Крім того, встановлено, що запропонований 
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підхід дозволяє знизити непродуктивні енерговитрати системи на 15-20 % та 

підвищити ефективність використання обчислювальних ресурсів порівняно зі 

стандартними пороговими алгоритмами. 
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