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ДОСЛІДЖЕННЯ УМОВ ІСНУВАННЯ ОПТИМАЛЬНИХ КЕРУВАНЬ 

ДЛЯ ДЕТЕРМІНОВАНИХ ТА СТОХАСТИЧНИХ СИСТЕМ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 

Анотація. Для систем звичайних та стохастичних рівнянь отримані 

достатні умови існування оптимальних керувань в термінах коефіцієнтів 

рівняння. 

Ключові слова: керування, слабка збіжність, компактність, 

функціонал, процес Вінера, слабкий розв’язок. 

Abstract. Sufficient conditions for the existence of optimal controls in terms 

of equation coefficients are obtained for systems of ordinary and stochastic 

equations. 

Key words: control, weak convergence, compactness, functional, Wiener 

process, weak solution. 
 

Розглядається задача оптимального керування на скіченному часовому 

інтервалі наступною системою диференціальних рівнянь: 

{
𝑥̇ = 𝑓1(𝑡, 𝑥) + 𝑓2(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0,                              
                                          (1) 

з критерієм якості 
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𝐽(𝑢) = ∫𝐿(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡

𝜏

0

→ 𝑖𝑛𝑓,                                (2) 

на відрізку 𝑡 ∈ [0, 𝑇], де 𝑥0 ∈ 𝐷 - фіксований вектор, 𝑥 ∈ 𝐷 - фазовий вектор, 

𝐷 - деяка область в ℝ𝑑, 𝜕𝐷 - її межа, 𝐷̅ = 𝐷 ∪ 𝜕𝐷, 𝜏  - момент першого виходу 

розв'язку 𝑥(𝑡) на границю області 𝐷, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ ℝ𝑚 - вектор керування, 𝑈 - 

опукла, замкнена множина і 0 ∈ 𝑈. 

Керування 𝑢(𝑡) вважаються допустимими, якщо: 

а1)  𝑢(𝑡) ∈ 𝐿𝑝([0, 𝑇]), 

а2) 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈,  при  𝑡 ∈ [0, 𝑇]]. 

Множину допустимих керувань позначатимемо через 𝑉. 

Відносно системи (1) вважаємо виконаними наступні умови: 

А) вектор-функція 𝑓1(𝑡, 𝑥): [0, 𝑇] × 𝐷̅ →  ℝ
𝑑 та матриця 𝑓2(𝑡, 𝑥): [0, 𝑇] ×

𝐷̅ →  ℝ𝑑 ×ℝ𝑚 - неперервні за сукупністю змінних функції; 

В) для функцій 𝑓1(𝑡, 𝑥) та 𝑓2(𝑡, 𝑥) виконується наступна умова: існує 

така стала 𝐶 > 0, що для будь-яких 𝑡 ∈  [0, 𝑇], 𝑥 ∈  𝐷̅ 

|𝑓1(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝐶(1 + |𝑥|),
||𝑓2(𝑡, 𝑥)|| ≤ 𝐶(1 + |𝑥|).

                                                 (3) 

Тут  |. |- норма вектора в ℝ𝑑,  ||. || - норма матриці, узгоджена з нормою 

вектора. 

Функції 𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝐿_𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑢)  та 𝐿_𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑢) є неперервними за 

змінними 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈  𝐷̅ та 𝑢 ∈  𝑈 і задовольняють наступні умови: 

1) існують такі сталі 𝑘 > 0 та 𝑝 > 1, що виконується нерівність 

𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑢) ≥ 𝑘|𝑢|𝑝,                                                           (4) 

для 𝑡 ∈  [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝐷̅, 𝑢 ∈  𝑈. 

2) існує стала 𝐾 > 0 та 𝛼 > 0, що 

|𝑙𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑢)| + |𝐿𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑢)| ≤ 𝐾(1 + |𝑢|
𝑝−1 + |𝑥|𝛼)                   (5) 

для 𝑡 ∈  [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝐷̅, 𝑢 ∈  𝑈. 
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3) 𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑢) опукла по 𝑢 для будь-яких фіксованих 𝑡 ∈  [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝐷̅. 

Має місце наступна теорема про достатні умови існування 

оптимального керування даною системою. 

Теорема 1. Нехай для системи (1) з критерієм якості (2), виконуються 

умови А), В) та 1)-3). Тоді задача (1), (2) має розв'язок в класі допустимих 

керувань V, тобто існує оптимальне керування u*(t), що мінімізує критерій 

якості (2). 

Далі розглядається випадок, коли замість умови лінійного росту (3)  

для функцій 𝑓1(𝑡, 𝑥) та  𝑓2(𝑡, 𝑥) виконується наступна умова: для деякого 

𝛼 > 0 

|𝑓1(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝐶(1 + |𝑥|
𝛼)

||𝑓2(𝑡, 𝑥)|| ≤ 𝐶(1 + |𝑥|
𝛼)
                                           (6) 

Відзначимо, що при 𝛼 > 1 дана умова допускає вихід розв'язку задачі 

Коші (1) на нескінченність за скінченний час (вибух). Однак, 

використовуючи Теорему.1, можна отримати достатні умови оптимальності і 

в цьому випадку. Має місце наслідок. 

Наслідок. Якщо в задачі оптимального керування (1), (2) виконуються 

умови А), (6), а для функції 𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑢) виконуються умови Теореми 1 із 

заміною умов 1) та 2) на умови 

1') існують такі сталі 𝑘 > 0, 𝛼 > 0 та 𝑝 > 1, що виконується нерівність 

𝐿(𝑡, 𝑥, 𝑢) ≥ 𝑘(|𝑢|𝑝 + |𝑥|𝛼𝑞),                                    (7) 

для 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝐷̅, 𝑢 ∈  𝑈, де 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. 

2') існує стала 𝐾 > 0, що 

|𝐿𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑢)| + |𝐿𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑢)| ≤ 𝐾(1 + |𝑢|
𝑝−1 + |𝑥|𝛼(𝑞−1)).              (8) 

Крім того, нехай існує хоча б одне таке допустиме керування 𝑢1(𝑡), що 

∫ 𝐿(𝑡, 𝑥1, 𝑢1)𝑑𝑡

𝜏1

0

< ∞,                                                        (9) 
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де 𝑥1 розв'язок (1), що відповідає керуванню  𝑢1. 

Тоді задача (1), (2) має розв'язок в класі допустимих керувань 𝑉. 

Ми також розглядаємо задачу відшукання достатніх умов існування 

оптимального керування стохастичними системами диференціальних рівнянь 

в термінах коефіцієнтів вихідної задачі, а саме розглянуто керовану систему 

стохастичних диференціальних рівнянь 

{
𝑥̇ = 𝐴(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑡 + 𝐵(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑊(𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0,                                                                 
                       (10) 

з критерієм якості 

𝐽(𝑢) = ∫𝐶(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑡

𝑇

0

→ 𝑖𝑛𝑓,                                      (11)  

де 𝑊(𝑡) - стандартний 𝑟 - вимірний вінерівський процес з незалежними 

компонентами, визначений на деякому ймовірнісному просторі (𝛺, 𝐹, 𝑃) при 

𝑡 ≥  0, 𝑢(𝑡, 𝑥): [0, 𝑇] × ℝ𝑑 →  𝑈, 𝑈 - деяка множина із ℝ𝑚. 

Для функцій, що входять в систему рівнянь виконуються наступні 

умови: 

(А) вектор-функція 𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑢): [0, 𝑇] × ℝ𝑑 ×  𝑈 → ℝ𝑑, і матриця 

𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑢): [0, 𝑇] × ℝ𝑑 × 𝑈 → ℝ𝑑 × ℝ𝑟 - неперервні за сукупністю змінних; 

(В) для функцій 𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑢) та 𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑢) виконується умова лінійного 

росту, тобто існує константа 𝐾, що для будь-яких 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ ℝ𝑑 та 𝑢 ∈  𝑈: 

|𝐴(𝑡, 𝑥. 𝑢)| ≤ 𝐾(1 + |𝑥| + |𝑢|),

||𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑢)|| ≤ 𝐾(1 + |𝑥| + |𝑢|),
                                     (12) 

Функція С(𝑡, 𝑥, 𝑢) вважається неперервною за сукупністю змінних, 

невід'ємною і задовольняє наступну умову 

|𝐶(𝑡, 𝑥, 𝑢)| ≤ 𝐾1(1 + |𝑥| + |𝑢|)
𝑛,                                  (13) 

для деякого 𝑛 ≥  1 и 𝐾1 > 0. 
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Надалі розв'язок задачі Коші (10) розуміється в слабкому сенсі, а саме в 

сенсі наступного означення. 

Означення 1. Якщо існує такий ймовірнісний простір (𝛺, 𝐹, ℙ) із 

заданою фільтрацією {𝐹𝑡}, 𝑡 ≥ 0 на якому можна визначити процес 

броунівського руху 𝑊(𝑡) для 𝑡 ∈  [0, 𝑇] і неперервний, випадковий процес 

{𝑥(𝑡), 𝑡 ∈  [0, 𝑇] }, які узгоджені з фільтрацією {𝐹𝑡} так, що з ймовірністю 1 

має місце рівність 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +∫𝐴(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠, 𝑥))𝑑𝑠

𝑡

0

+∫𝐵(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠, 𝑥))𝑑𝑊(𝑠),

𝑡

0

 

то даний процес будемо називати слабким розв'язком рівняння (10). 

Визначимо множину допустимих керувань 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) з оберненим 

зв'язком. 

Означення 2. Допустимими керуваннями будемо вважати такі функції 

𝑢(𝑡, 𝑥): [0, 𝑇] × ℝ𝑑 →  𝑈, що 

1) для кожного керування 𝑢(𝑡, 𝑥) рівняння (24) з початковою умовою 

𝑥(0) = 𝑥0  має слабкий розв'язок; 

2) функція 𝑢(𝑡, 𝑥) задовольняє умови лінійного по 𝑥 росту: тобто 

∃ 𝑁 > 0: що для будь-якого 𝑡 ∈  [0, 𝑇] і 𝑥 ∈ ℝ^𝑑 виконується нерівність 

|𝑢(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝑁(1 + |𝑥|),                                         (14) 

3) функція 𝑢(𝑡, 𝑥) задовольняє за своїми змінними локальну умову 

Ліпшица, тобто для будь-якого 𝑅 > 0 існує додатна константа 𝐾𝑅 (яка 

залежить від R), що для будь-яких  𝑡1, 𝑡2 ∈  [0, 𝑇] та 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ
𝑑 , | 𝑥1| ≤

 𝑅, | 𝑥2| ≤  𝑅: 

|𝑢(𝑡1, 𝑥1) − 𝑢(𝑡2, 𝑥2)| ≤ 𝐾𝑅(|𝑡1 − 𝑡2| + |𝑥1 − 𝑥2|) 

Множину керувань, для яких виконуються умови 1)-3) назвемо 

допустимою для задачі (10), (11) і будемо позначати її через 𝑉. 
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Допустиме керування 𝑢∗(𝑡, 𝑥) будемо вважати оптимальним, а 

відповідний йому розв'язок (24) 𝑥∗(𝑡) - оптимальним розв'язком, якщо пара 

(𝑢∗(𝑡, 𝑥), 𝑥∗(𝑡)) реалізує критерій якості (11). 

Нашою метою є доведення існування оптимального керування 

системою (10) з критерієм якості (11) при виконанні вище перерахованих 

умов. 

Має місце наступна теорема. 

Теорема 2.  Нехай в системі (10) з критерієм якості (11) , для функцій 

𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑢) та 𝐶(𝑡, 𝑥, 𝑢) виконуються умови (12) і (13). Тоді 

задача (10), (11) має розв'язок в класі допустимих керувань 𝑉, тобто існує 

допустиме керування 𝑢∗(𝑡, 𝑥), що мінімізує критерій якості (11). 
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