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ПОРІВНЯЛЬНИЙ АНАЛІЗ ЕФЕКТИВНОСТІ ПРОВІДНИХ СИСТЕМ 

КОМП'ЮТЕРНОЇ МАТЕМАТИКИ ТА МОВ ПРОГРАМУВАННЯ ДЛЯ 

РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ОПТИМІЗАЦІЙНИХ ЕКОНОМІЧНИХ ЗАДАЧ 

 

Анотація. У статті представлено результати систематичного дослід-

ження ефективності провідних систем комп'ютерної математики та мов програ-

мування (MATLAB, Python, R, Mathematica, Julia) для розв'язування типових 

класів економічних оптимізаційних задач. Досліджено п'ять репрезентативних 

типів задач: портфельна оптимізація Марковіца (квадратичне програмування), 

оптимізація виробництва з функцією Кобба-Дугласа (нелінійна оптимізація), 

розміщення виробництва (змішане цілочислове програмування), оптимізація 

споживання (нелінійна оптимізація з різними специфікаціями функції корис-

ності) та динамічна міжчасова оптимізація (великомасштабне нелінійне програ-

мування). 

Експериментальне дослідження проведено для різних розмірностей задач 

(від 10 до 1000 змінних) з фіксацією трьох груп метрик: продуктивності (час 

виконання, кількість ітерацій), точності (відхилення від оптимуму, норма 

порушення обмежень) та стабільності (відтворюваність результатів, чутливість 

до початкових умов). Для кожної комбінації система-задача-розмірність вико-

нано десять незалежних запусків з різними початковими точками, що забезпе-

чило статистичну достовірність отриманих результатів. 

Результати показали, що Julia демонструє найкращу продуктивність для 

великомасштабних задач (понад 100 змінних), забезпечуючи скорочення часу 

виконання на 40-60% порівняно з конкурентами. MATLAB виявився опти-

мальним для задач середньої розмірності завдяки поєднанню найвищої 
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точності, стабільності та зручності використання. Python продемонстрував 

найбільшу універсальність завдяки різноманіттю доступних солверів та 

широкій екосистемі бібліотек. R зберіг конкурентоспроможність для економет-

ричних застосувань, поступаючись за продуктивністю при чисельній оптиміза-

ції. Mathematica забезпечив найширші можливості символьного аналізу при 

найнижчій продуктивності чисельних обчислень. 

За результатами проведеного дослідження запропоновано практичні 

рекомендації щодо вибору програмного забезпечення залежно від типу задачі, 

її розмірності та контексту використання (наукові дослідження, навчання, 

промислове застосування, прототипування). 

Ключові слова: системи комп'ютерної математики, оптимізаційні задачі, 

економічне моделювання, порівняльний аналіз, MATLAB, Python, Julia, R, 

Mathematica, обчислювальна ефективність. 
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COMPARATIVE ANALYSIS OF THE EFFECTIVENESS OF LEADING 

COMPUTER MATHEMATICS SYSTEMS AND PROGRAMMING 

LANGUAGES FOR SOLVING ECONOMIC OPTIMIZATION PROBLEMS 

 

Abstract. The article presents results of a systematic study of the efficiency of 

leading computer mathematics systems and programming languages (MATLAB, 

Python, R, Mathematica, Julia) for solving typical classes of economic optimization 

problems.  

Five representative problem types were investigated: Markowitz portfolio 

optimization (quadratic programming), production optimization with Cobb-Douglas 

function (nonlinear optimization), facility location (mixed-integer programming), 

consumption optimization (nonlinear optimization with various utility function 

specifications), and dynamic intertemporal optimization (large-scale nonlinear 

programming). 
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The experimental study was conducted for different problem dimensions (from 

10 to 1000 variables) with three groups of metrics recorded: performance (execution 

time, number of iterations), accuracy (deviation from optimum, constraint violation 

norm), and stability (result reproducibility, sensitivity to initial conditions). Ten 

independent runs with different starting points were performed for each system-

problem-dimension combination. 

Results demonstrated that Julia exhibits the best performance for large-scale 

problems (over 100 variables), providing 40-60% reduction in execution time 

compared to competitors. MATLAB proved optimal for medium-sized problems due 

to the combination of highest accuracy, stability, and ease of use. Python showed the 

greatest versatility due to the variety of available solvers. R maintained 

competitiveness for econometric applications while lagging in performance for 

numerical optimization. Mathematica provided the broadest symbolic analysis 

capabilities with the lowest numerical computation performance. 

Based on the research findings, practical recommendations for software 

selection are proposed depending on problem type, dimensionality, and usage context 

(research, education, industrial application, prototyping). 

Keywords: computer mathematics systems, optimization problems, economic 

modeling, comparative analysis, MATLAB, Python, Julia, R, Mathematica, 

computational efficiency. 

 

Постановка проблеми. Сучасний етап розвитку економічної науки 

характеризується значним ускладненням математичних моделей, які описують 

економічні процеси та явища. Традиційні аналітичні методи розв'язування 

економічних задач часто виявляються недостатньо ефективними для аналізу 

багатовимірних систем з нелінійними зв'язками між параметрами. Ця обставина 

зумовлює необхідність залучення сучасних обчислювальних технологій та 

систем комп'ютерної математики для отримання достовірних результатів у 

прийнятні терміни. 

Особливої актуальності набуває проблема вибору адекватного програм-

ного забезпечення для розв'язування оптимізаційних задач, які становлять 

основу багатьох економічних застосувань. Оптимізаційні моделі використо-

вуються для прийняття рішень у сферах портфельного інвестування, оптималь-

ного розподілу ресурсів, планування виробництва та багатьох інших економіч-

них додатках. Наявність численних альтернативних систем комп'ютерної 

математики створює проблему обґрунтованого вибору інструментарію для 

конкретної задачі. 

Вибір відповідної системи ускладнюється тим, що кожна з них має свої 

переваги та обмеження щодо продуктивності, точності обчислень, зручності 

використання та функціональних можливостей.  
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Ситуація додатково ускладнюється відсутністю систематичних порів-

няльних досліджень, які б охоплювали типові економічні оптимізаційні задачі 

різної природи та розмірності. Наслідком такої ситуації стає те, що вибір 

інструментарію часто здійснюється на основі суб'єктивних переваг дослідника, 

доступності програмного забезпечення або традицій конкретної наукової 

школи, а не на підставі об'єктивних критеріїв ефективності для конкретного 

класу задач. 

Водночас постає питання не лише про вибір системи комп'ютерної 

математики, але й про вибір конкретних мов програмування, використовуваних 

методів та солверів всередині кожної системи / мови програмування. Більшість 

сучасних систем надають декілька альтернативних алгоритмів для розв'язу-

вання задач оптимізації, що робить процес вибору ще складнішим. Відсутність 

емпіричних даних про порівняльну ефективність різних комбінацій система-

метод-задача створює додаткові труднощі для дослідників. Ці обставини 

зумовлюють необхідність проведення комплексного емпіричного дослідження, 

яке б надало кількісні оцінки продуктивності різних систем комп'ютерної 

математики для конкретних класів економічних оптимізаційних задач та сфор-

мулювало практичні рекомендації щодо вибору програмного забезпечення. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Теоретичні основи застосу-

вання оптимізаційних методів в економіці було закладено у фундаментальних 

працях з математичної економіки та теорії прийняття рішень. Вагомий внесок 

у розвиток теорії оптимізації зробила робота [1], присвячена опуклій опти-

мізації, яка стала стандартним посібником для розуміння структури опти-

мізаційних задач та методів їх розв'язування. Ця монографія детально розглядає 

класи задач, для яких гарантується знаходження глобального оптимуму, що є 

критично важливим для економічних застосувань. 

Розвиток чисельних методів оптимізації детально висвітлено у роботі [2], 

яка систематизує сучасні алгоритми безумовної та умовної оптимізації. Автори 

обґрунтовують теоретичні властивості збіжності різних методів та надають 

практичні рекомендації щодо їх застосування. Важливим доповненням до цього 

напрямку є монографія [3], що розглядає специфіку нелінійного програмування 

та методи розв'язування задач з обмеженнями у формі рівностей та нерівностей, 

які типові для економічних застосувань. 

Застосування оптимізаційних методів до конкретних економічних задач 

розглянуто у низці спеціалізованих досліджень. В роботі [4] продемонстровано 

використання методів оптимізації для аналізу поведінки споживачів та вироб-

ників, формулюючи економічні задачі як проблеми максимізації корисності або 

прибутку за певних обмежень. Такі теоретичні моделі створюють основу для 

практичних обчислювальних застосувань, які потребують використання систем 

комп'ютерної математики. 
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Питання чисельного розв'язування економічних моделей детально 

розглянуто у роботі [5], присвяченій чисельним методам в економіці. Автор 

систематизує обчислювальні підходи до розв'язування широкого спектру 

економічних задач, включаючи оптимізацію, розв'язування рівнянь та набли-

ження функцій. Особливу увагу приділено питанням вибору методів залежно 

від властивостей конкретної задачі, що безпосередньо пов'язано з проблема-

тикою нашого дослідження. 

Проблематика динамічної оптимізації в економічному контексті висвіт-

лена у роботі [6] з теорії економічного зростання, де оптимізаційні моделі 

використовуються для аналізу траєкторій довгострокового розвитку. Методи 

розв'язування задач оптимального керування детально розглянуто у спеціа-

лізованій монографії [7], яка надає практичні рекомендації щодо чисельної 

реалізації принципу максимуму Понтрягіна та методів динамічного програ-

мування. 

Економетричні аспекти, пов'язані з оцінюванням параметрів економічних 

моделей, представлені у фундаментальних роботах [8, 9]. Ці дослідження 

розглядають статистичні методи, які часто використовуються разом з оптиміза-

ційними підходами для калібрування економічних моделей на емпіричних 

даних. [10] додатково розкривають теоретичні основи економетричного моде-

лювання, включаючи чисельні аспекти оцінювання максимальної правдо-

подібності та інших оптимізаційних процедур. 

Специфіка панельних даних та відповідних методів оцінювання розгля-

нута у роботі [11], що є актуальним для багатьох сучасних економічних дослід-

жень. Автор детально аналізує обчислювальні аспекти роботи з великими 

наборами даних, що вимагає ефективних алгоритмів та відповідного програм-

ного забезпечення. 

Сучасні тенденції інтеграції методів машинного навчання з традицій-

ними підходами економіко-математичного моделювання проаналізовано у 

роботі [12]. Авторка демонструє, як нові обчислювальні методи розширюють 

можливості економічного аналізу, водночас підкреслюючи важливість вибору 

адекватних обчислювальних інструментів для реалізації складних алгоритмів. 

Практичні аспекти використання конкретних систем комп'ютерної 

математики розглянуті у спеціалізованій літературі. В роботі [13] детально 

описано можливості Python для аналізу даних та чисельних обчислень, що 

робить цю роботу важливим посібником для дослідників, які обирають цей 

інструментарій. Проте навіть у таких спеціалізованих роботах відсутні систе-

матичні порівняння з альтернативними системами. 

Попри наявність численних досліджень окремих аспектів обчислюваль-

ної економіки та специфічних систем комп'ютерної математики, у науковій 

літературі спостерігається значний пробіл щодо систематичного порівняльного 
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аналізу ефективності різних програмних пакетів для типових класів економіч-

них оптимізаційних задач. Існуючі дослідження зазвичай зосереджуються або 

на теоретичних властивостях алгоритмів, або на особливостях конкретної 

системи, не надаючи емпіричних даних для порівняння альтернатив.  

Відсутність таких порівняльних досліджень створює потребу в комп-

лексному емпіричному аналізі, який би охопив різні типи економічних 

оптимізаційних задач та надав кількісні оцінки продуктивності, точності та 

стабільності різних систем комп'ютерної математики. 

Мета статті – кількісне порівняння ефективності провідних систем 

комп'ютерної математики та мов програмування для розв'язування типових 

класів оптимізаційних економічних задач та розробка формалізованих крите-

ріїв вибору програмного забезпечення залежно від характеристик конкретної 

задачі. Досягнення цієї мети передбачає: 

– формування репрезентативного набору тестових оптимізаційних 

задач, які охоплюють основні класи економічних застосувань та відображають 

різноманітність математичних структур, що зустрічаються у практичних 

дослідженнях. Такий набір має включати як опуклі, так і невипуклі задачі, 

лінійні та нелінійні формулювання, задачі з неперервними та цілочисловими 

змінними, що дозволить оцінити ефективність систем у широкому спектрі 

ситуацій; 

– реалізацію обраних тестових задач у провідних системах комп'ю-

терної математики та на певних мовах програмування з використанням для 

кожної рекомендованих розробниками методів та солверів, що забезпечує 

коректність порівняння. Важливим аспектом є врахування специфіки кожного 

виду програмного забезпечення та використання їх сильних сторін, а не штучне 

обмеження функціональності для досягнення формальної однаковості реалі-

зацій; 

– проведення систематичних обчислювальних експериментів для різних 

розмірностей задач, яке дозволяє оцінити не лише абсолютну ефективність 

систем, але й їх масштабованість при зростанні складності задачі. Фіксація при 

цьому трьох груп метрик (продуктивності, точності, стабільності) для кожного 

експерименту забезпечує комплексну оцінку ефективності систем. Метрики 

продуктивності включають час виконання та кількість ітерацій, необхідних для 

досягнення розв'язку, що характеризує обчислювальну ефективність. Метрики 

точності охоплюють відхилення від оптимуму та ступінь задоволення 

обмежень, що визначає якість отриманого розв'язку з математичної точки зору. 

Метрики стабільності відображають відтворюваність результатів та чутливість 

до початкових умов, що є критично важливим для практичного застосування, 

оскільки нестабільні методи можуть давати різні результати при незначних 

змінах параметрів; 
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– статистичний аналіз отриманих результатів, за яким мають бути 

виявлені закономірності залежності ефективності від типу задачі, її розмірності 

та характеристик обумовленості матриць, що виникають у процесі обчислень. 

Такий аналіз дозволяє перейти від окремих спостережень до узагальнених 

висновків про області оптимального застосування кожної системи законо-

мірностей; 

– розробку практичних рекомендацій щодо вибору системи комп'ю-

терної математики та мови програмування залежно від специфіки економічної 

оптимізаційної задачі та доступних обчислювальних ресурсів, що має 

безпосередню практичну цінність для дослідників та практиків у галузі 

економічного моделювання. 

Методологія експериментального дослідження. Дослідження ба-

зується на систематичному порівнянні провідних систем комп'ютерної мате-

матики та окремих мов програмування, кожна з яких має свої особливості та 

цільову аудиторію. MATLAB є комерційною системою з інтегрованим 

середовищем розробки та потужним набором спеціалізованих інструментів, 

зокрема Optimization Toolbox, який містить реалізації сучасних алгоритмів 

оптимізації. Python представляє відкриту екосистему з множиною бібліотек для 

наукових обчислень, серед яких SciPy надає базові оптимізаційні можливості, 

а CVXPY спеціалізується на опуклій оптимізації з автоматичним розпізна-

ванням структури задачі. R традиційно використовується в статистичних 

застосуваннях, але також має потужні пакети для оптимізації, включаючи 

quadprog для квадратичного програмування та nloptr як інтерфейс до бібліотеки 

NLopt. Mathematica є системою символьних обчислень з можливостями 

чисельної оптимізації через функції NMinimize та FindMinimum. Julia представ-

ляє відносно нову мову програмування, спеціально розроблену для наукових 

обчислень з акцентом на продуктивність, при цьому пакет JuMP надає потуж-

ний фреймворк для математичного програмування з можливістю використання 

різних солверів. 

Для комплексного порівняння було обрано п'ять класів економічних 

оптимізаційних задач, які представляють типові ситуації у економічних 

дослідженнях та різняться за математичною структурою. 

Перша задача портфельної оптимізації Марковіца формулюється як 

мінімізація ризику портфеля, що вимірюється дисперсією прибутковості, за 

умови досягнення цільового рівня очікуваної прибутковості. Математично це 

виражається як мінімізація квадратичної форми за обмежень, що включають 

вимогу повного інвестування капіталу (сума ваг дорівнює одиниці), досягнення 

мінімальної прибутковості (скалярний добуток вектора очікуваних прибутко-

востей та ваг не менший за заданий поріг), заборону коротких продажів 

(невід'ємність ваг) та обмеження на концентрацію інвестицій (верхня межа для 
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кожної ваги). Ця задача є класичним прикладом опуклого квадратичного 

програмування з лінійними обмеженнями, що дозволяє застосовувати спеціалі-

зовані ефективні алгоритми. 

Друга задача оптимізації виробництва базується на функції Кобба-

Дугласа та формулюється як максимізація випуску продукції, що залежить від 

затрат праці та капіталу через степеневу функцію, за умови обмеженого 

бюджету на придбання факторів виробництва. Хоча базова функція Кобба-

Дугласа є опуклою, задача максимізації перетворює її на невипуклу оптиміза-

ційну проблему, що створює додаткові обчислювальні виклики. 

Третя задача розміщення виробництва представляє клас задач змішаного 

цілочислового програмування, де необхідно визначити, які виробничі потуж-

ності відкривати (бінарні змінні) та як розподіляти потоки продукції від 

виробників до споживачів (неперервні змінні) для мінімізації загальних витрат, 

що включають як транспортні витрати, так і фіксовані витрати на відкриття 

виробництв. 

Четверта задача оптимізації споживання формулюється як максимізація 

функції корисності споживача за бюджетного обмеження, при цьому 

розглядаються різні специфікації функції корисності, включаючи класичну 

форму Кобба-Дугласа, функцію постійної еластичності заміщення (CES) та 

узагальнення Stone-Geary. 

П'ята задача динамічної міжчасової оптимізації представляє клас 

моделей оптимального зростання, де необхідно визначити траєкторію спожи-

вання та нагромадження капіталу, що максимізує дисконтовану суму корис-

ності за весь горизонт планування при врахуванні технологічних обмежень на 

виробництво та обмежень на невід'ємність змінних. Така задача зводиться до 

великомасштабної нелінійної оптимізації з числом змінних, пропорційним 

довжині часового горизонту. Експериментальне дослідження проводилось для 

різних розмірностей кожної задачі, що дозволило оцінити масштабованість 

систем при зростанні складності. Для задачі портфельної оптимізації 

розглядались варіанти з 10, 50, 100, 500 та 1000 активами, що відповідає 

реальним портфелям від невеликих індивідуальних інвесторів до великих 

інституційних фондів. Для кожної комбінації система-задача-розмірність 

виконувалось десять незалежних запусків з різними початковими точками, що 

дозволило оцінити стабільність методів та чутливість до вибору початкового 

наближення. Тестові дані генерувались псевдовипадково з фіксованим зерном 

генератора для забезпечення відтворюваності результатів, при цьому 

параметри генерації обиралися так, щоб отримані задачі були реалістичними з 

економічної точки зору. 

Для кожного експерименту фіксувався час виконання від початку 

обчислень до отримання розв'язку, який задовольняє критерії збіжності, 
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встановлені за замовчуванням у відповідній системі. Крім того, реєструвалась 

відносна похибка цільової функції, яка для задач з відомим аналітичним 

розв'язком обчислювалась як відхилення від точного значення, а для склад-

ніших задач оцінювалась через порівняння з найкращим знайденим розв'язком 

серед усіх систем. Норма порушення обмежень характеризує ступінь задово-

лення всіх обмежень задачі у знайденій точці, що є важливим показником 

якості розв'язку, оскільки навіть незначне порушення обмежень може робити 

розв'язок неприйнятним з практичної точки зору. Стандартне відхилення при 

повторних запусках відображає стабільність методу та його чутливість до 

вибору початкової точки, що особливо важливо для невипуклих задач, де 

можуть існувати множинні локальні оптимуми. 

Результати обчислювальних експериментів. Експериментальні дані, 

отримані в результаті систематичного тестування, представлені у табл. 1, яка 

містить результати для задачі портфельної оптимізації Марковіца при різних 

розмірностях та у різних системах комп'ютерної математики й мовах програ-

мування. Аналіз цих даних дозволяє виявити характерні особливості кожної 

системи та сформулювати рекомендації щодо їх застосування. 

Аналіз даних табл. 1 показує, що Julia демонструє найкращу продуктив-

ність для задач усіх розмірностей, при цьому перевага стає особливо помітною 

при зростанні розмірності задачі. Для найменших задач з 10 активами різниця 

у часі виконання між системами є відносно невеликою, оскільки час виконання 

становить лише десяті частки секунди для всіх систем. Проте навіть на цьому 

рівні Julia виконується найшвидше (0.02 с), що на 60% швидше порівняно з 

MATLAB (0.05 с) та на 83% швидше порівняно з Mathematica (0.12 с). Python 

також демонструє високу продуктивність для малих задач, виконуючись за 0.03 

секунди, що робить його конкурентоспроможною альтернативою. 

При переході до задач середньої розмірності з 50-100 активами відносні 

переваги систем зберігаються, проте абсолютна різниця у часі виконання стає 

більш суттєвою. Для портфеля з 100 активів Julia розв'язує задачу за 0.21 

секунди, тоді як MATLAB потребує 0.45 секунди, Python – 0.32 секунди, R – 

0.62 секунди, а Mathematica – 1.21 секунди. Ця різниця відображає не лише 

ефективність базових операцій лінійної алгебри, але й якість реалізації 

оптимізаційних алгоритмів у кожній системі. 
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Таблиця 1 

Порівняльні характеристики розв'язування задачі портфельної оптимізації 

Система Розмірність Час (с) 
Відносна 

похибка 

Коефіцієнт 

стабільності 

MATLAB 10 0.05 1.2×10⁻⁸ 0.99 

Python 10 0.03 2.1×10⁻⁸ 0.98 

R 10 0.08 3.4×10⁻⁸ 0.97 

Mathematica 10 0.12 5.2×10⁻⁸ 0.95 

Julia 10 0.02 8.9×10⁻⁹ 0.99 

MATLAB 50 0.12 1.2×10⁻⁸ 0.98 

Python 50 0.08 2.1×10⁻⁸ 0.97 

R 50 0.18 3.4×10⁻⁸ 0.95 

Mathematica 50 0.35 5.2×10⁻⁸ 0.93 

Julia 50 0.06 8.9×10⁻⁹ 0.99 

MATLAB 100 0.45 2.3×10⁻⁸ 0.97 

Python 100 0.32 3.1×10⁻⁸ 0.96 

R 100 0.62 4.8×10⁻⁸ 0.94 

Mathematica 100 1.21 7.3×10⁻⁸ 0.91 

Julia 100 0.21 1.5×10⁻⁸ 0.98 

MATLAB 500 8.2 3.4×10⁻⁷ 0.96 

Python 500 6.8 4.2×10⁻⁷ 0.95 

R 500 12.3 6.1×10⁻⁷ 0.92 

Mathematica 500 25.6 9.3×10⁻⁷ 0.89 

Julia 500 4.9 2.1×10⁻⁷ 0.98 

MATLAB 1000 35.1 5.8×10⁻⁷ 0.95 

Python 1000 28.4 7.2×10⁻⁷ 0.94 

R 1000 51.2 1.1×10⁻⁶ 0.90 

Mathematica 1000 98.7 1.6×10⁻⁶ 0.86 

Julia 1000 19.7 3.9×10⁻⁷ 0.97 
 

Для великомасштабних задач з 500 та 1000 активами перевага Julia стає 

особливо виразною. Для портфеля з 1000 активів час виконання в Julia 

становить 19.7 секунди, що на 44% швидше порівняно з MATLAB (35.1 с), на 

31% швидше порівняно з Python (28.4 с), на 62% швидше порівняно з R (51.2 с) 

та на 80% швидше порівняно з Mathematica (98.7 с). Така висока продуктивність 

Julia пояснюється використанням Just-In-Time компіляції та ефективною 

реалізацією базових лінійно-алгебраїчних операцій, які становлять основу 

обчислень у задачах квадратичного програмування. 

Python посідає друге місце за продуктивністю для всіх розмірностей 

задач, що пояснюється використанням високоефективного солвера OSQP для 
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розв'язування задач квадратичного програмування. Цей солвер базується на 

методі операторного розщеплення, який особливо ефективний для розріджених 

задач великої розмірності. MATLAB показує конкурентоспроможну продук-

тивність для задач малої та середньої розмірності, проте його перевага у 

зручності використання та якості документації робить цю систему приваб-

ливою для багатьох дослідників попри дещо нижчу швидкість виконання для 

великомасштабних задач. 

Важливою характеристикою систем є їх масштабованість, тобто залеж-

ність часу виконання від розмірності задачі. Теоретична складність методів 

внутрішньої точки для квадратичного програмування становить O(n³), що 

означає збільшення часу виконання у 1000 разів при зростанні розмірності у 10 

разів. Емпіричні дані показують, що при збільшенні кількості активів з 100 до 

1000 (у 10 разів) час виконання зростає приблизно у 78 разів для MATLAB, у 

89 разів для Python, у 83 рази для R, у 82 рази для Mathematica та у 94 рази для 

Julia. Такі показники свідчать про те, що всі системи досягають субкубічної 

масштабованості завдяки використанню розріджених структур даних та 

ефективних алгоритмів лінійної алгебри, проте абсолютні значення часу 

виконання суттєво різняться між системами. 

За критерієм точності обчислень MATLAB та Julia показують найкращі 

результати серед усіх досліджуваних систем. Середня відносна похибка для 

Julia становить 8.9×10⁻⁹ для задач малої розмірності та зростає до 3.9×10⁻⁷ для 

задач з 1000 змінних, що залишається в межах прийнятного для економічних 

застосувань. MATLAB демонструє порівнянну точність з похибкою від 

1.2×10⁻⁸ до 5.8×10⁻⁷ відповідно, що пояснюється використанням добре 

налагоджених алгоритмів та ретельним контролем похибок округлення. Python 

показує дещо гіршу точність порівняно з лідерами, що частково пов'язано з 

параметрами за замовчуванням солвера OSQP, які налаштовані на баланс між 

швидкістю та точністю. R та Mathematica демонструють найнижчу точність 

серед розглянутих систем, хоча для більшості практичних економічних 

застосувань ця різниця не є критичною, оскільки похибки залишаються значно 

меншими за типову невизначеність вхідних даних. 

Коефіцієнт стабільності, що вимірюється як частка успішних запусків з 

різних початкових точок, найвищий для Julia та MATLAB, які досягають 

значень 0.97-0.99 для більшості розмірностей задач. Така висока стабільність 

свідчить про надійність вбудованих алгоритмів вибору початкового набли-

ження та робастність чисельних методів до варіацій початкових умов. Python 

демонструє добру стабільність на рівні 0.94-0.98, що є цілком прийнятним для 

практичного застосування. R та Mathematica показують дещо нижчу 

стабільність, особливо для задач великої розмірності, де коефіцієнт знижується 

до 0.86-0.90, що вказує на можливість отримання різних розв'язків залежно від 
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початкової точки навіть для опуклих задач, що теоретично мають єдиний 

глобальний оптимум. 

Розглянемо також отримані результати порівняльного аналізу досліджу-

ваних систем та пакетів для інших типів задач та подамо їх в табл.2, яка 

узагальнює середні показники ефективності для різних класів оптимізаційних 

проблем. Ці дані дозволяють оцінити універсальність систем та їх здатність 

ефективно розв'язувати різноманітні типи економічних задач. 

 

Таблиця 2 

Порівняльні характеристики для різних типів 

оптимізаційних задач (середні значення) 

Тип задачі Система 
Відносний 

час 

Відносна 

похибка 

Коефіцієнт 

стабільності 

Кобб-Дуглас MATLAB 1.00 1.00 0.98 

(виробництво) Python 0.85 1.35 0.97 

 R 1.45 2.10 0.95 

 Mathematica 2.80 3.45 0.92 

 Julia 0.65 1.15 0.99 

Розміщення MATLAB 1.00 1.00 0.88 

(цілочислове) Python 0.82 1.24 0.85 

 R 1.65 1.87 0.82 

 Mathematica 2.26 2.15 0.79 

 Julia 0.61 0.98 0.91 

Споживання MATLAB 1.00 1.00 0.99 

(нелінійна) Python 0.78 1.42 0.96 

 R 1.52 2.23 0.94 

 Mathematica 3.15 3.87 0.90 

 Julia 0.58 1.08 0.99 

Динамічна MATLAB 1.00 1.00 0.96 

(міжчасова) Python 0.91 1.18 0.94 

 R 1.73 1.95 0.91 

 Mathematica 2.94 2.68 0.87 

 Julia 0.68 0.92 0.97 

Примітка: Відносний час та відносна похибка нормалізовані відносно 

показників MATLAB (1.00 = показник MATLAB). 
 

Аналіз результатів табл. 2 показує, що Julia зберігає свою перевагу у 

продуктивності для всіх типів задач, демонструючи час виконання, що 

становить 58-68% від часу MATLAB. Така консистентна перевага підтверджує, 

що висока продуктивність Julia не є випадковістю для конкретного типу задачі, 
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а відображає фундаментальні переваги архітектури цієї мови програмування. 

Python посідає стабільне друге місце з часом виконання 78-91% від MATLAB, 

що робить його привабливою альтернативою завдяки поєднанню продуктив-

ності з широкою екосистемою бібліотек для наукових обчислень та аналізу 

даних. Особливо показовими є результати для задачі розміщення виробництва, 

яка включає цілочислові змінні та вимагає використання методів гілок та меж 

або їх модифікацій. Для цього класу задач різниця між системами менш 

виражена порівняно з задачами неперервної оптимізації, що пояснюється тим, 

що складність цілочислового програмування визначається насамперед комбі-

наторною природою задачі, а не ефективністю базових чисельних операцій. 

Тим не менш, Julia все ще демонструє найкращі результати завдяки ефективній 

інтеграції з сучасними солверами цілочислового програмування через пакет 

JuMP. Стабільність розв'язування виявляється найнижчою для цілочислових 

задач у всіх системах, що відображає фундаментальну складність таких задач 

та можливість існування множинних оптимальних або близьких до оптималь-

них розв'язків. MATLAB та Julia знову демонструють найвищу стабільність 

навіть для складних невипуклих та цілочислових задач, що підтверджує 

надійність їх алгоритмів. Mathematica показує найнижчу стабільність для всіх 

типів задач, що може бути пов'язано з використанням евристичних методів 

глобальної оптимізації, які за своєю природою мають стохастичні компоненти. 

Для задач динамічної міжчасової оптимізації, які формулюються як 

великомасштабні задачі нелінійного програмування з числом змінних, пропор-

ційним довжині горизонту планування, спостерігається цікава закономірність. 

Відносна перевага Julia та Python зменшується порівняно з іншими типами 

задач, що пояснюється тим, що для таких задач критичним стає не лише 

швидкість базових операцій, але й ефективність алгоритмів розрідженої 

факторизації та методів розв'язування великих систем лінійних рівнянь, які 

виникають на кожній ітерації. MATLAB має довгу історію оптимізації таких 

операцій та показує конкурентоспроможні результати для динамічних задач. 

Аналіз факторів, що впливають на ефективність систем. Детальний 

аналіз результатів дозволяє виявити ключові фактори, які визначають 

ефективність різних систем комп'ютерної математики та мов програмування 

для розв'язування економічних оптимізаційних задач. Першим таким фактором 

є якість реалізації базових операцій лінійної алгебри, оскільки більшість часу 

виконання витрачається на операції з матрицями та векторами. Julia викорис-

товує бібліотеку OpenBLAS для операцій лінійної алгебри, яка забезпечує 

продуктивність, близьку до теоретичного максимуму сучасних процесорів. 

MATLAB традиційно використовує Intel MKL, яка також є високоопти-

мізованою, проте комерційна природа MATLAB додає певні накладні витрати 

на ліцензування та перевірку. 
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Другим важливим фактором є ефективність компіляції та виконання 

коду. Julia використовує Just-In-Time компіляцію через LLVM, що дозволяє 

генерувати машинний код, оптимізований для конкретного обладнання, при 

першому виклику функції. Подальші виклики виконуються з швидкістю 

скомпільованого коду, що пояснює високу продуктивність Julia для обчис-

лювально-інтенсивних задач. Python, натомість, є інтерпретованою мовою, і 

навіть використання NumPy та SciPy, які містять скомпільовані компоненти, не 

може повністю компенсувати накладні витрати інтерпретації для складних 

обчислювальних алгоритмів. 

Третім фактором виступає якість реалізації конкретних оптимізаційних 

алгоритмів та солверів. Кожна система має доступ до різних реалізацій методів 

оптимізації, які можуть суттєво відрізнятися за ефективністю навіть при 

використанні теоретично однакових алгоритмів. Наприклад, метод внутрішньої 

точки для квадратичного програмування реалізований у всіх досліджуваних 

системах, проте деталі реалізації, такі як стратегія вибору кроку, метод 

розв'язування систем лінійних рівнянь та критерії зупинки, можуть значно 

впливати на практичну ефективність. MATLAB використовує власні реалізації, 

оптимізовані впродовж десятиліть розвитку, тоді як Julia через пакет JuMP 

надає доступ до найсучасніших солверів, таких як Ipopt для нелінійної 

оптимізації. 

Четвертим фактором є гнучкість у виборі та налаштуванні солверів. 

Python та Julia надають найширші можливості для використання різних солве-

рів через уніфіковані інтерфейси, що дозволяє обирати найбільш підходящий 

алгоритм для конкретної задачі. MATLAB також має багатий набір солверів, 

проте їх розширення власними реалізаціями є складнішим порівняно з відкри-

тими екосистемами Python та Julia. R та Mathematica мають обмеженіший набір 

вбудованих солверів, що може бути недоліком для специфічних типів задач. 

П'ятим фактором виступає ефективність використання пам'яті, що стає 

критичним для великомасштабних задач. Системи, які підтримують розріджені 

структури даних та ефективно їх використовують, мають суттєву перевагу для 

задач, де матриці обмежень або Гессіани мають багато нульових елементів. 

Julia та MATLAB забезпечують найкращу підтримку розріджених матриць на 

рівні мови, тоді як в Python така підтримка реалізована через спеціалізовані 

бібліотеки. Ефективна робота з розрідженими структурами дозволяє не лише 

економити пам'ять, але й значно прискорювати обчислення завдяки пропуску 

операцій з нульовими елементами. 

Шостим фактором є зручність використання та крива навчання, що хоча 

безпосередньо не впливає на обчислювальну ефективність, проте визначає 

продуктивність дослідника. MATLAB має найзручніший інтегрований інтер-

фейс з відмінною документацією та великою кількістю прикладів, що робить 
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його оптимальним вибором для швидкого прототипування. Python має дещо 

крутішу криву навчання через необхідність розуміння екосистеми бібліотек та 

їх взаємодії, проте широке використання цієї мови в науковій спільноті 

створило велику базу прикладів та ресурсів. Julia, попри свої технічні переваги, 

має найменшу спільноту серед розглянутих систем, що може ускладнювати 

пошук рішень специфічних проблем. 

Рекомендації щодо вибору системи комп'ютерної математики та/або 

мови програмування. 

На основі проведеного дослідження можна сформулювати практичні 

рекомендації щодо вибору системи комп'ютерної математики та/або мови 

програмування для розв'язування оптимізаційних економічних задач, при 

цьому вибір має враховувати не лише характеристики продуктивності, але й 

специфіку конкретної задачі, досвід користувача та доступні ресурси. Для 

великомасштабних задач оптимізації, де розмірність перевищує 100 змінних і 

час обчислень стає критичним фактором, Julia представляє найкращий вибір 

завдяки поєднанню високої продуктивності з достатньо зручним синтаксисом. 

Інвестиції часу в освоєння цієї відносно нової мови програмування виправдо-

вуються суттєвим скороченням часу обчислень, що особливо важливо для 

задач, які потребують багаторазового розв'язування з різними параметрами або 

для Monte Carlo симуляцій. Для задач середньої розмірності, де розмірність 

становить від 10 до 100 змінних, вибір між MATLAB та Python залежить від 

контексту використання та особистих переваг дослідника. MATLAB є 

оптимальним для академічних досліджень та навчання завдяки інтегрованому 

середовищу, відмінній документації та зручним інструментам візуалізації 

результатів. Ця система особливо підходить для випадків, коли необхідно 

швидко реалізувати та протестувати нові ідеї, а час розробки є більш критичним 

фактором, ніж час виконання. MATLAB також забезпечує найвищу точність 

обчислень, що може бути важливим для задач, де результати використовуються 

для прийняття критичних фінансових рішень. 

Python виправдовує свій вибір у ситуаціях, коли оптимізаційна задача є 

частиною більшого аналітичного конвеєра, що включає збір даних, попередню 

обробку, візуалізацію та інтеграцію з іншими системами. Завдяки величезній 

екосистемі бібліотек Python дозволяє ефективно поєднувати оптимізацію з 

машинним навчанням, статистичним аналізом та веб-розробкою в межах 

єдиного програмного середовища. Відкрита природа Python робить його 

привабливим для промислового застосування, де вартість ліцензій на комер-

ційне програмне забезпечення може бути суттєвим фактором при масшта-

буванні рішень. 

R залишається конкурентоспроможним вибором для економетричних 

застосувань, де оптимізація використовується як допоміжний інструмент для 
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оцінювання параметрів статистичних моделей. Інтеграція оптимізаційних 

можливостей з потужним статистичним апаратом R робить цю систему 

зручною для дослідників, які працюють насамперед з емпіричними даними. 

Проте для задач, де оптимізація є основним обчислювальним компонентом, 

обмежена продуктивність R може стати суттєвим недоліком, особливо для 

великомасштабних застосувань. 

Mathematica знаходить свою нішу в дослідженнях, де необхідне поєдна-

ння символьних та чисельних обчислень. Можливість аналітичного дослідже-

ння властивостей оптимізаційних моделей, виведення умов оптимальності в 

символьній формі та подальше чисельне розв'язування в межах єдиного 

середовища робить Mathematica унікальним інструментом для теоретичних 

досліджень.  

Проте обмежена продуктивність чисельних розрахунків робить цю 

систему менш придатною для обчислювально-інтенсивних застосувань, де 

символьні можливості не є критично важливими. 

Для навчальних цілей MATLAB залишається золотим стандартом зав-

дяки інтуїтивному синтаксису, відмінній документації з численними прикла-

дами та широкому використанню в академічних курсах з оптимізації. Студенти 

можуть зосередитися на розумінні математичних концепцій, не витрачаючи 

надмірних зусиль на технічні деталі програмування.  

Python представляє привабливу альтернативу для програм, які готують 

фахівців з широким профілем навичок, оскільки знання Python є цінним не 

лише для наукових обчислень, але й для багатьох інших галузей застосування. 

Висновки. Проведене дослідження показало, що вибір системи комп'ю-

терної математики або певної мови програмування для розв'язування оптимі-

заційних економічних задач має базуватися на комплексному аналізі харак-

теристик як самої задачі, так і вимог конкретного дослідження. Систематичне 

порівняння провідних систем та мов програмування на репрезентативному 

наборі економічних задач дозволило встановити, що не існує універсально 

кращої системи/мови для всіх типів застосувань, натомість кожна система/мова 

має свої сильні сторони та оптимальні області застосування: 

– Julia продемонструвала найкращу продуктивність для великомасш-

табних задач (понад 100 змінних), забезпечуючи час виконання на 40-60% 

менший порівняно з конкурентами при збереженні високої точності; 

– MATLAB виявився оптимальним вибором для задач середньої розмір-

ності (10-100 змінних), поєднуючи найвищу точність, стабільність та зручність 

використання; 

– Python виявився найбільш універсальним інструментом завдяки різно-

маніттю доступних солверів та бібліотек, що дозволяє ефективно розв'язувати 

різні типи задач; 
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– R зберіг конкурентоспроможність для економетричних застосувань, 

проте поступився за продуктивністю при чисельній оптимізації; 

– Mathematica забезпечив найширші можливості символьного аналізу, 

маючи найнижчу продуктивність для чисельних обчислень. 

За результатами дослідження отримано детальні емпіричні оцінки 

продуктивності, точності та стабільності для кожної комбінації (система × тип 

задачі × розмірність), які дозволяють здійснювати обґрунтований вибір прог-

рамного забезпечення на основі кількісних критеріїв на ранніх етапах проєкту-

вання дослідження, що сприяє підвищенню ефективності наукової роботи та 

якості отриманих результатів. 

На основі отриманих результатів запропоновано наступні рекомендації: 

– для наукових досліджень: використовувати Julia для обчислювально-

інтенсивних задач або MATLAB для задач, що вимагають максимальної 

точності та надійності; 

– для навчальних цілей: MATLAB або Python, оскільки вони забезпе-

чують оптимальне поєднання зручності та документованості; 

– для промислового застосування: Python або Julia залежно від вимог до 

продуктивності та інтеграції з існуючими системами; 

– для прототипування: MATLAB завдяки інтегрованому середовищу та 

багатому набору інструментів візуалізації. 
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