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АПРОКСИМАЦІЯ СТОХАСТИЧНОГО ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 

НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ З ЗАПІНЕННЯМ СИСТЕМАМИ РІВНЯНЬ БЕЗ 

ЗАПІЗНЕННЯ 

 

Анотація. В даній роботі доведено лему про модуль неперервності для 

стохастичного диференціального рівняння нейтрального типу з запізненням та з 

допомогою неї наведено апроксимаційну схему рівнянь без запізнення для 

стохастичного диференціального рівняння нейтрального типу за допомогою систем 

рівнянь без запізнення та доведено, що дана схме дійсно є апроксимуючою в 

середньому квадратичному для вихідного рівняння. 

Ключові слова: диференціальне рівняння, нейтральний тип, апроксимаційна 

система, м’який розв’язок, запізнення, задача Коші. 

Annotation. In this work we prove continuity module lemma for stochastic neutral 

type differential equation with delay and, using this we provide approximation system 

without delay for stochastic neutral type differential equation. Next, we prove that 

provided system, in fact, is approximation system in mean square. 

Keywords: differential equation, neutral type, approximation system, weak 

solution, delay, limit problem. 

 

В цій роботі ми досліджуємо апроксимаційні схеми для стохастичного 

диференціального рівняння нейтрального типу із запізненням в гільбертових 

просторах вигляду 

𝑑 (𝑢(𝑡) − 𝑔(𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡 − ℎ))) = (𝐴𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑢(𝑡 − ℎ), 𝑢(𝑡))) 𝑑𝑡 + 

+𝜎(𝑢(𝑡 − ℎ), 𝑢(𝑡)𝑑𝑊(𝑡), 𝑡𝜖[0, 𝑇], 

𝑢(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡𝜖[−ℎ, 0] 

Тут 𝐴 – необмежений оператор, що є генератором сильно неперервної 

напівгрупи [𝑆(𝑡), 𝑡 ≥ 0] обмежених лiнiйних операторiв у сепарабельному 
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гiльбертовому просторi 𝐻. Випадковий шум 𝑊(𝑡) є 𝑄-вiнерівським процесом у 

сепарабельному гiльбертовому просторi 𝐾. Для деякого ℎ > 0 позначимо 

 𝐶ℎ ≔ 𝐶([−ℎ, 0], 𝐻) простір неперервних 𝐻-значних функцій 𝜙[−ℎ, 0] ⟶ 𝐻 з 

нормою 

||𝜙||
𝐶𝐻
≔ sup𝜃𝜖[−ℎ,0]||ϕ(θ)||H 

Норму ||  ||𝐻 будемо позначати як || ||. Розв’язок 𝑢(𝑡) вихідного рівняння 

розглядається у м’якому сенсi. Функції 𝑓, 𝑔 відображають 𝐻 × 𝐻  в 𝐻, а 𝜎:= 𝐻 ⟶

𝐿2
0 , де 𝐿2

0 = 𝐿(𝑄
1

2 𝐾, 𝐻)  - простiр операторiв Гiльберта-Шмiдта з 𝑄
1

2 𝐾 в 𝐻. Нарешті, 

𝜙: [−ℎ, 0] × Ω ⟶ 𝐻 - початкова функція, де (Ω, 𝐹, 𝑃) повний ймовірнісний простір. 

A - необмежений лінійний оператор з 𝐷(𝐴) в 𝐻, що є iнфiнiтезимальним 

генератором аналiтичної напiвгрупи операторiв 𝑆(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡 - обмежених в 𝐻. З [1] 

це еквiвалентно тому, що (−𝐴) секторiальний оператор. 

Ми припускаємо, що 𝑆(𝑡) є напiвгрупою компактних операторiв при 𝑡 > 0, 

тому з [2] випливає, що напiвгрупа є неперервною у рiвномiрнiй операторнiй 

топологiї при 𝑡 > 0. 

З [2] також отримуємо, що для всiх 𝛼𝜖(0,1) дробова степiнь оператора (−𝐴)𝛼 

є замкненим лiнiйним оператором в областi визначення 𝐷((−𝐴)𝛼). 

Позначимо 𝐻𝛼  гiльбертiв простiр 𝐷((−𝐴)𝛼) оснащений нормою 

‖𝑢‖𝛼 ≔ ‖(−𝐴)𝛼𝑢‖ 

Розв’язок вихідного рівняння буде мо розглядати м’якому сенсі: 

Означення 1: Неперервний 𝐹𝑡 узгоджений стохастичний процес  

𝑢: [−ℎ, 𝑇] × Ω ⟶ 𝐻 називається м’яким розв’язком для початкового рівняння на 

𝑡𝜖[0, 𝑇], якщо вiн задовольняє наступне iнтегральне рiвняння 

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡) (𝜙(0) − 𝑔(𝜙(0))) + 𝑔(𝑢(𝑡 − ℎ)) − ∫𝐴𝑆(𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑢(𝑠 − ℎ))𝑑𝑠 + 

+∫𝑆(𝑡 − 𝑠)𝑓(𝑢(𝑠), 𝑢(𝑠 − ℎ))𝑑𝑠 + ∫𝑆(𝑡 − 𝑠)𝜎(𝑢(𝑠), 𝑢(𝑡 − 𝑠))𝑑𝑊(𝑠), 

і 𝑢(𝑡) = 𝜙(𝑡) майже напевно для 𝑡𝜖[−ℎ, 0]. 
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Для доведення iснування i єдиностi розв’язку накладемо наступнi умови на 

оператор 𝐴 та вiдображення 𝑓, 𝜎, 𝑔. 

1) Якщо 𝜎(−𝐴) це спектр оператора (−𝐴), тодi маємо, що 𝑅𝑒  

𝜎(−𝐴) > 𝛿 > 0, і 𝐴 утворює напiвгрупу компактних операторiв 𝑆(𝑡) в 𝐻 при 𝑡 > 0. 

2) Для всіх 𝑢, v, 𝑢1, v1𝜖𝐻 маємо 

‖𝑓(𝑢, v) − 𝑓(𝑢1, v1)‖ ≤ 𝐿(‖𝑢 − 𝑢1‖ + ‖v − v1‖), 

i 

‖𝜎(𝑢, v) − 𝜎(𝑢1, v1)‖𝐿02 ≤ 𝐿(‖𝑢 − 𝑢1‖ + ‖v − v1‖). 

3) Для всіх 𝑢, v, 𝑢1, v1𝜖𝐻 і для кожного 𝛼𝜖(1/2,1) функція 𝑔 задовольняє 

нерівність 

‖𝑔(𝑢, v) − 𝑔(𝑢1, v1)‖𝛼 ≤ 𝑀𝑔(‖𝑢 − 𝑢1‖ + ‖v − v1‖), 

для деякого 𝑀𝑔𝜖(0,1/2√2). 

Нескладно помiтити, що з умови 2 випливає лiнiйний рiст для 𝑓, 𝜎 в 𝐻 а з 

умови 3 випливає лiнiйний рiст 𝑔 в 𝐻𝛼. 

З джерел [3] і [4] випливає, що якщо умови 1-3 справджуються, то вихідне 

рівняння має єдиний на [0, 𝑇] м’який розв’язок в сенсі означення 1, з обмеженим 𝑝-

тим моментом (𝑝 ≥ 1).   

Ключовим моментом для подальшого розгляду є наступна лема. 

Лема 1(Лема про модуль неперервності): якщо умови 1-3 виконуються, тоді 

для розв’язку вихідного рівняння 𝑢(𝑡) справджується наступна оцінка 

sup𝑡1𝜖[−ℎ,𝑇] 𝐸sup𝑡2∈[𝑡1,𝑡1+𝑙] ‖𝑢(𝑡2) − 𝑢(𝑡1)‖
2 ≤ 𝐶(𝑇, ‖𝜙‖𝐶ℎ , 1) ⟶ 0,1 ⟶ 0. 

Введемо наступну систему рівнянь без запізнень 

{

𝑑 (𝑧0(𝑡) − 𝑔(𝑧0(𝑡), 𝑧𝑚(𝑡))) = (𝐴𝑧0 + 𝑓(𝑧0(𝑡), 𝑧𝑚(𝑡))) 𝑑𝑡 + 𝜎(𝑧0(𝑡), 𝑧𝑚(𝑡))𝑑𝑊(𝑡),

𝑑𝑧𝑗(𝑡) = 𝑚/ℎ(𝑧𝑗−1(𝑡) − 𝑧𝑗(𝑡)), 𝑡𝜖[0, 𝑇],

𝑧𝑗(0) = 𝜙(−ℎ/𝑚 ∗ 𝑗), 𝑗 = 0…𝑚.

 

Означення 2: Наведена вище система називається апроксимуючою для 

вихідного рівняння в середньому квадратичному якщо 
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sup𝑡𝜖[0,𝑇] 𝐸‖𝑢(𝑡 − ℎ/𝑚 ∗ 𝑗) − 𝑧𝑗(𝑡)‖
2
⟶ 0,𝑚 ⟶ ∞, 𝑗 = 0…𝑚. 

Використовуючи лему 1 можемо довести наступну теорему, що і є головним 

результатом роботи: 

Теорема 1(Про апроксимуючу систему): якщо умови 1-3 виконуються, 

наведена вище система є апроксимуючою для вихідного рівнння в сенсі 

означення 2. 
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