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ВСТУП 

 

Теоретичні основи електротехніки є фундаментальною дисцип-

ліною, на базі якої вивчаються всі інші електротехнічні дисципліни 

навчального плану спеціальності.  

Даний конспект лекцій сприяє самостійній пізнавальній діяль-

ності студентів з вивчення ТОЕ, частина 3 на трьох рівнях: знань, 

умінь і творчого мислення, забезпечуючи як вивчення навчального 

матеріалу, так і розвиток мислення, що є основною вимогою болонсь-

кого процесу. 

На базі запропонованого конспекту лекцій з ТОЕ, частина 3 

з’являється можливість змінити парадигму навчального процесу від 

простої передачі знань викладачами студентам до самостійного здо-

бування знань і вмінь студентами шляхом поєднання аудиторних та 

поза аудиторних занять в єдиний безперервний ланцюг самостійної 

пізнавальної діяльності студентів на двох рівнях:  інформаційно-

репродуктивному, практично-стереотипному. 

Тому теоретичний матеріал, наведений у конспекту лекцій з 

ТОЕ, частина 3 є досить актуальним і доцільним для організації пізна-

вальної діяльності студентів і підготовки до лабораторних занять.  

Науково-методична цінність конспекту лекцій з ТОЕ, частина 3 

полягає у тому, що він дає можливість організувати аудиторну і поза 

аудиторну діяльність студентів з вивчення дисципліни і є базою для 

науково-методичного комплексу дисципліни. 
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ЛЛЕЕККЦЦІІЯЯ  11   

  
ТТЕЕММАА  1133 ..   ННЕЕЛЛІІННІІЙЙННІІ   ККООЛЛАА  ППООССТТІІЙЙННООГГОО    

ССТТРРУУММУУ  

 

 План лекції 

13.1 Нелінійні елементи. 

13.2 Розрахунок кіл при послідовному з’єднанні нелінійних елементів. 

13.3  Розрахунок кіл при паралельному з’єднанні нелінійних елемен-

тів. 

  

1133 ..11   ННееллііннііййнніі   ееллееммееннттии  

 Відомо, що в реальних умовах всі електричні кола є нелінійни-

ми, а лінійними їх можна вважати в обмеженому діапазоні значень сил 

струмів і напруг. Наприклад, при проходженні струму по проводу 

спостерігається теплова дія струму, внаслідок чого збільшується опір 

проводу. Вольт-амперні характеристики нелінійних елементів мають 

вигляд кривих. На рисунку 1.1 показана вольт-амперна характеристи-

ка лампи розжарювання. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ММ  

β α 

0 

U 

I 

Рисунок 1.1 – Вольт-амперна характеристика нелінійного елементу 
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Робоча точка нелінійного елемента характеризується статич-

ним і динамічним опорами.  

Під динамічним опором розуміють скалярну величину, рівну 

межі відношення приросту напруги на нелінійному елементі до при-

росту струму в нім, коли приріст струму прагне до нуля. 

 

dI

dU

I

U
r I =

∆
∆

= →∆ 0Д lim , (1.1) 

 

Вольт-амперні характеристики нелінійних елементів не завжди 

можна описати аналітичним рівнянням. Динамічний опір нелінійного 

елемента в цьому випадку можна визначити графоаналітичним спосо-

бом: якщо в робочій точці М провести дотичну, то вона утворить з 

віссю струму кут α. ЗЗннааччеенннняя   ддииннааммііччннооггоо   ооппоорруу пропорційно 

тангенсу кута α і визначають за рівнянням 

 

αtgmr rД = , (1.2) 

 

де  rД  – динамічний опір, Ом; 

    m r   –масштаб опору, Ом/мм. 

Масштаб опору дорівнює частці від ділення масштабу напруги 

на масштаб струму 

 

I

U
r

m

m
m = , (1.3) 
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де mU    – масштаб напруги, В/мм; 

         m I    – масштаб струму, А/мм. 

 Під статичним опором розуміють величину, рівну відношенню 

постійної напруги на нелінійному елементі до постійного струму в 

ньому у робочій точці. 

 

I

U
r =C , (1.4) 

 

де rС – статичний опір, Ом. 

Для визначення статичного опору графоаналітичним методом 

необхідно з'єднати робочу точку М с початком координат лінією, яка 

утворить з віссю струму кут β. ЗЗннааччеенннняя   ссттааттииччннооггоо   ооппоорруу пропо-

рційно тангенсу кута β  і визначають за рівнянням 

 

βtgmr rC = , (1.5) 

 

 Зображення нелінійного елементу на розрахункових схемах на-

ведено на рисунку 1.2. 

 

 

 

 

 

 Для нелінійного елементу статичний і динамічний опори різні за 

величиною. 

r (I) 

Рисунок 1.2 – Зображення нелінійного елементу на  

розрахункових схемах 
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 Якщо динамічний опір зростає при збільшенні струму на нелі-

нійному елементі, то такий динамічний опір є позитивним. Якщо ди-

намічний опір зростає при зменшенні струму на нелінійному елементі, 

то такий динамічний опір є негативним. Ділянки з позитивним і нега-

тивним опором має вольт-амперна характеристика  лямбда-діода. 

  

1133 ..22   РРооззррааххуунноокк  ккіілл   зз   ппооссллііддооввнниимм  зз '' єєддннаанннняямм    

ннееллііннііййнниихх   ееллееммееннттіівв  

 

 Розрахункова схема двох послідовно з'єднаних нелінійних еле-

ментів r1 (I1) і r2 (I2) показана на рисунку 1.3, вольт-амперні характе-

ристики яких I1(U1) і I2 (U2) зображені на рисунку 1.4. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Якщо напруга на затисках ділянки кола дорівнює U. Необхідно 
знайти струм I та напруги U1 і U2 на нелінійних елементах. 
 Розрахуємо таке коло графічним методом. З цією метою будує-

мо допоміжну характеристику для всієї ділянки кола, яка являє собою 

залежність струму I від загальної напруги U. Оскільки в нерозгалуже-

ному колі I = I1 = I2, то для побудови характеристики I (U1 + U2) необ-

хідно скласти напруги U1 і U2 для однієї і тієї ж сили струму I. Якщо 

1U

r1 (I1) 

r2 (I2) 2UU  

I  

Рисунок 1.3 – Розрахункова схема двох послідовно з'єднаних  

нелінійних елементів r1 (I1) і r2 (I2) 
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після цього відкласти на осі напруг відрізок Оа, який у масштабі на-

пруги mU дорівнює напрузі U, а з точки а провести пряму аb, парале-

льну осі струму, до перетинання з кривою I (U1 + U2), то одержимо ві-

дрізок аb, який у масштабі струму m I дорівнює струму I. Потім із точ-

ки b проводимо пряму bc, паралельну осі напруги. У результаті одер-

жимо відрізки cd і cf, які у масштабі напруги mU дорівнюють відпові-

дно напругам U1 і U2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Аналогічно розраховується коло, яке містить більшу кількість 

послідовно з'єднаних нелінійних елементів. 

 

Рисунок 1.4 – Вольт-амперні характеристики I1(U1) і I2(U2) і  

побудова характеристики I (U1 + U2) двох послідовно з'єднаних  

нелінійних елементів r1 (I1) і r2 (I2) 

I 

U 
0 

I1 (U1) 

I2 (U2) 
I (U1 + U2) 

U1 
U2 

U 

с f d b 

a 
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1133 ..33   РРооззррааххуунноокк  ккіілл   зз   ппааррааллееллььнниимм  зз '' єєддннаанннняямм    

ннееллііннііййнниихх   ееллееммееннттіівв  

 

 На рисунку 1.5 показана розрахункова схема двох паралельно 

з'єднаних нелінійних елементів r1 (I1) і r2 (I2), вольт-амперні характе-

ристики яких I1 (U1) і I2 (U2) зображені на рисунку 1.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Якщо напругу на затисках ділянки кола прийняти рівною U, то 

за вольт-амперними характеристиками I1 (U1) і I2 (U2) легко знайти 

струми I1 і I2, а за допомогою рівняння  за першим законом Кірхгофа 

I1 + I2 = I – струм у нерозгалуженій ділянці кола. Якщо задано струм I, 

то для того, щоб знайти напругу U та струми I1 і I2, необхідно побуду-

вати допоміжну характеристику I1 + I2 = I (U). Оскільки при паралель-

ному з'єднанні U1 = U2 = U, то відповідно до рівняння I = I1 + I2 необ-

хідно скласти ординати кривих I1 (U1) і I2 (U2) для тих самих значень 

напруг U1 = U2. Якщо відкласти на осі ординат відрізок Ос, який у ма-

сштабі струму m I дорівнює струму I, а потім із точки с провести пря-

Рисунок 1.5 – Розрахункова схема двох паралельно з'єднаних  

нелінійних елементів r1 (I1) і r2 (I2) 

r2 
U

I

r1 

1I 2I
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му лінію, паралельну осі абсцис, до перетинання з кривою I1 + I2 = I 

(U), то можна легко знайти напругу U = Оа⋅ mU. Пряма ba, проведе-

на паралельно осі ординат до перетинання з вольт-амперними харак-

теристиками нелінійних елементів, дозволяє безпосередньо знайти 

струми I1 і I2. 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 При змішаному з'єднанні нелінійних елементів розрахунок кола 

також проводиться аналогічно приведеному вище матеріалу. 

 

 Список літератури 

[1: с.165-168]; [2: с.386-398]; [3: с.7-16]; [4: с.330-336]. 

I1 (U1) 
I2 (U2) 

I (U) 

U 

I 

а 

d 

f 

b 
c 

I 

I1 

I2 

0 
U 

Рисунок 1.6 – Вольт-амперні характеристики I1(U1) і I2(U2) і  

побудова характеристики I (U) двох паралельно з'єднаних  

нелінійних елементів r1(I1) і r2(I2) 
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ЛЛЕЕККЦЦІІЯЯ  22   

  

ТТЕЕММАА  1144 ..   ММААГГННІІТТННІІ   ККООЛЛАА  ППРРИИ  ППООССТТІІЙЙННИИХХ    

ММААГГННІІТТННИИХХ  ППООТТООККААХХ  

 

 План лекції 

14.1  Явище і закон електромагнетизму. 

14.2. Магнітне коло і її конструктивна схема. 

14.3 Крива намагнічування. 

14.4 Петля гістерезисну. 

14.5 Аналогія між електричними і магнітними колами. 
  

1144 ..11   ЯЯввиищщее   іі   ззааккоонн  ееллееккттррооммааггннееттииззммуу  

 

Явище електромагнетизму: навколо провідника зі стру-

мом утворюється ммааггннііттннее  ппооллее. Магнітне поле розглядають як стан 

середовища, яке оточує провід з електричним струмом. Воно створю-

ється завдяки руху заряджених часток: електронів або іонів. Напрям 

силових ліній магнітного поля визначається за правилом «буравчика» 

або «правового гвинта»: якщо угвинчувати буравчик (правий гвинт) за 

напрямом електричного струму, то напрям його обертання буде збіга-

тися з напрямом силових ліній магнітного поля (рисунок 2.1). 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рисунок 2.1– Визначення напряму силових ліній магнітного поля  

за правилом «буравчика» 

В
r
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Силова характеристика магнітного поля – ммааггннііттннаа  ііннддууккццііяя 

ВВ.. Вектор магнітної індукції в будь-якій точці магнітного поля є ддооттии--

ччннаа  ссииллооввіійй  ллііннііїї  ммааггннііттннооггоо  ппоолляя. За модулем магнітна індукція дорів-

нює відношенню обертаючого моменту рамки зі струмом (поміщеної 

в дану точку поля) до добутку площі рамки на силу струму в ній 

 

SI

М
В

⋅
= , (2.1) 

 

де В –  магнітна індукція, Тл; 

 М –  обертаючий момент, Н⋅м; 

 I –  сила струму, А; 

 S –  площа рамки, м2. 

 

[ ] Тл
м

сВ

мА

сАВ

мА

Дж

мА

мН
В =⋅=

⋅
⋅⋅=

⋅
=

⋅
⋅=

2222
. 

 

ДДлляя   ооддннооррііддннооггоо   ммааггннііттннооггоо   ппоолляя   ввввееддееннее   ппоонняяттттяя   ма-

гнітного потоку ,,   ппіідд   яяккиимм  ррооззуумміієєттььссяя   ддооббууттоокк   ммааггннііттннооїї   

ііннддууккцціі її   ннаа   ппллоощщуу,,   ччеерреезз   яяккуу  ппррооххооддииттьь   ммааггннііттннее   ппооллее   

  

    Ф = В · S ,     (2.2) 

 

де Ф – магнітний потік, Вб; 

 В – магнітна індукція, Тл; 

 S – площа, через яку проходить магнітне поле, м2. 
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[ ] ВбсВм
м

сВ
мТлФ =⋅=⋅

⋅
=⋅= 2

2

2 . 

 

Зв'язок між магнітним потоком, який створюється котушкою зі 

струмом та силою електричного струму встановлює закон елект-

ромагнетизму: потокозчеплення (добуток кількості витків 

котушки на магнітний потік) прямо пропорційно добутку 

індуктивності котушки на силу електричного струму 

 

     ψ =  w · Ф  = L · I ,    (2.3) 

 

де ψ – потокозчеплення, Вб; 

      w – кількість витків котушки; 

     Ф – магнітний потік, Вб; 

       L – індуктивність котушки, Гн; 

        I – сила електричного струму, А. 

  

Якщо провід з електричним струмом помістити в різні середо-

вища, то в кожному середовищі значення магнітної індукції буде різ-

ним (рисунку 2.2). 

 

 

 

 

 

 

 Рисунок 2.2 – Залежність значення магнітної індукції  

від середовища  

ВВ33  ВВ22  ВВ11  

33  ссееррееддооввиищщее  22  ссееррееддооввиищщее  11  ссееррееддооввиищщее  

ІІ  
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Введемо поняття напруженості магнітного поля, під яким ро-

зуміється відношення магнітної індукції до магнітної проникності 

середовища 

 

      
С

В
Н

µ
= ,    (2.4) 

 

де Н – напруженість магнітного поля, А/м; 

     В – магнітна індукція, Тл; 

   µС    – магнітна проникність середовища, Гн/м. 

 Магнітна проникність середовища може бути знайдена за фор-

мулою 

 

      µС =  µ µ 0  ,    (2.5) 

 

де µС – магнітна проникність середовища, Гн/м; 

      µ – відносна магнітна проникність середовища; 

     µ0 – магнітна постійна, Гн/м;  µ0  =  4π⋅10 – 7
 Гн /м.  

 

1144 ..22   ММааггннііттннее   ккооллоо   ттаа   ййооггоо   ккооннссттррууккттииввннаа   ссххееммаа  

 

  ЗЗаа   ааннааллоогг іі єєюю  зз   ееллееккттррииччнниимм  ккооллоомм  пп іідд   ммааггннііттнниимм  ккоо--

ллоомм  ррооззуумміієєттььссяя  ссууккууппннііссттьь   ппррииссттррооїївв ,,   яякк іі   ззааббееззппееччууююттьь   

ммоожжллииввііссттьь   ссттввоорреенннняя   ммааггннііттннооггоо   ппооттооккуу ..     

ММааггннііттннее   ккооллоо   ммііссттииттьь  ммааггннііттооппррооввіідд   ((ппррииззннааччеенниийй  

ддлляя   ззааммииккаанннняя   іі   пп ііддссииллеенннняя   ммааггннііттннооггоо   ппооттооккуу)) ,,   аа   ттааккоожж  ккоо--
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ттуушшккуу ,,   ввииккооннааннуу  зз   ппррооввооддуу  ((ппррииззннааччееннуу  ддлляя   ппрроотт ііккаанннняя   ееллее--

ккттррииччннооггоо   ссттррууммуу  іі   ссттввоорреенннняя   ммааггннііттннооггоо   ппооттооккуу)) ,,   яяккаа   жжии--

ввииттььссяя   вв іідд   дджжееррееллаа   ппоосстт ііййннооггоо   ееллееккттррииччннооггоо   ссттррууммуу..   ППррииввее--

ддееммоо  ппррииккллаадд   ккооннссттррууккттииввннооїї   ссххееммии  ннееррооззггааллуужжееннооггоо   ммааггнніі --

ттннооггоо   ккооллаа   ((ррииссууннккуу  22 ..33)) ..     

ММааггннііттооппррооввіідд   ммііссттииттьь   ддввіі   дд іілляяннккии::   ппеерршшаа  ддіілляяннккаа  ддоовв--

жжииннооюю  ll 11 ,,   ппееррееттиинноомм  SS 11 ;;   ддррууггаа  ддіілляяннккаа  ддооввжжииннооюю  ll22 ,,   ппееррееттии--

нноомм  SS 22 ..   ККооттуушшккаа   ммііссттииттьь   кк ііллььккііссттьь   ввииттккіівв   ww ..     

ДДоо   ккооттуушшккии  пп ііддввееддееннаа   ннааппррууггаа   UU ,,   пп іідд   дд іі єєюю  яяккоо її   ппрроотт іі --

ккааєє   ннааммааггннііччууююччиийй  ссттрруумм  II ..   ВВ  ррееззууллььттаатт іі   ббууддее   ссппооссттеерр іі ггааттииссяя   

яяввиищщее  ееллееккттррооммааггннееттииззммуу::   ккооттуушшккаа   зз   ннааммааггннііччууююччиимм  ссттрруу--

ммоомм  II   ссттввооррииттьь   ммааггннііттнниийй  ппоотт іікк   ФФ ..   

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

 Для однорідного магнітного поля відомий закон повного 

струму: намагнічуюча сила (добуток кількості витків ко-

тушки на силу струму) прямо пропорційна добутку напру-

женості магнітного поля на довжину магнітопровіду 

 

     F =  w  I=  H · l  ,     (2.6) 

Рисунок 2.3 – Конструктивна нерозгалуженого магнітного кола 

w 

I 

+ 

– 

U 

ФФ   

l 2 ,  S 2  

l 1 ,  
S 1  
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де F – намагнічуюча сила котушки, А; 

     w – кількість витків котушки; 

       I – сила струму, який протікає в котушці, А; 

       Н – напруженість магнітного поля, А/м; 

       l  – довжина магнітопроводу котушки, м. 

З рівняння (2.6) можна знайти залежність напруженості магніт-

ного поля від намагнічуючого струму: 

 

     
l

Iw
Н

⋅
= .     (2.7) 

  

Якщо по котушці пропускати електричний струм, змінюючи си-

лу електричного струму від нуля до певного значення, то відповідно 

до виразу (2.4) буде змінюватися і магнітна індукція за законом: 

 

     В =  µС·  Н .     (2.8) 

 

 Магнітний потік буде змінюватися за законом: 

 

     Ф = µС  Н S .    (2.9) 

 

1144 ..33   ККрриивваа   ннааммааггннііччуувваанннняя   

 

З курсу фізики відомо, що з ростом магнітного потоку у феро-

магнетику його магнітна проникність буде зменшуватися. Тому зале-

жність Ф = f (Н) або В = f (Н) буде нелінійною. Така крива називається 

кривою намагнічування (рисунку 2.4), яка вперше була експеримен-
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тально встановлена для м'якого заліза російським фізиком ООллееккссаанндд--

рроомм  ГГррииггооррооввииччеемм  ССттооллееттооввиимм  уу  11887711  ррооцціі. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Як видно з кривої намагнічування на рисунку 4 з ростом напру-

женості поступово настає насичення феромагнітного матеріалу і маг-

нітна індукція далі практично не зростає. 

 

1144 ..44   ППееттлляя  гг іі ссттееррееззииссуу   

 

Якщо спочатку збільшувати силу струму до режиму насичення 

(рисунок 2.5), а потім його зменшувати, то залежність В = f (Н) уже 

проходить вище (відрізок 1 рисунку 2.5). Для того, щоб магнітна інду-

кція зменшилася до нуля, необхідно струм пропускати в зворотному 

напряму (відрізок 2 рисунку 2.5). Якщо далі в зворотному напряму 

пропускати струм, то поступово настає насичення (відрізок 3 рисунку 

2.5).  

Якщо тепер струм зменшувати до нуля, то залежність В = f (Н) 

буде мати вигляд відрізка 4. Змінюємо напрям струму і при певному 

значенні сили струму магнітна індукція дорівнює нулю (відрізок 5). 

Рисунок 2.4 – Крива намагнічування  В = f (Н) 

В 

Н 
0 

Н 

0 
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Підвищуючи силу струму далі, поступово настає насичення (відрізок 

6). Таким чином, ми одержали залежність В = f (Н) у вигляді так зва-

ної петлі  гістерезиса. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

З курсу фізики відомо, що площа петлі гістерезиса прямо про-

порційна втратам енергії на перемагнічування магнітопроводу. 

Для зменшення витрат потужності на гістерезис магнітопроводи 

електричних машин, трансформаторів та інших електротехнічних 

пристроїв, що містять  феромагнітні магнітопроводи, виконують з хо-

лоднокатаної (м’якої) сталі, що має вузьку петлю гістерезису. 

 1144 ..55   ААннааллооггііяя  ммііжж  ееллееккттррииччннииммии  іі   ммааггннііттннииммии    

ккооллааммии  

 

 Приймемо наступну конструктивну схему нерозгалуженого ма-

гнітного поля (рисунок 2.6), що має дві ділянки з різними довжинами і 

перетинами. 

В Тл 

Н 

А/м 

1 

6 

0 

2 

3 

4 

5 

Рисунок 2.5 – Петля гістерезису феромагнітних матеріалів 
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Запишемо рівняння для магнітного кола (рисунок 3) за законом 

повного струму для однорідного магнітного поля 

 

2211 lHlHwI += ,     (2.10) 

 

де Н1 і Н2  – відповідно напруженості магнітного поля на першій і 

другій ділянках, А/м; 

    l1 і l2  – відповідно довжини першої і другої ділянок, м. 

 Підставимо в рівняння (2.10) напруженість магнітного поля, яка 

є відношенням магнітної індукції до магнітної проникності середови-

ща. В результаті одержимо 

 

2
2

2
1

1

1 l
B

l
B

wI
СС µµ

+= ,     (2.11) 

 

де В1 і В2  – відповідно магнітні індукції на першій і другій ділянках, 

Тл; 

  µС 1 і µЗ2 – відповідно магнітні проникності першої і другої ділянок, 

Гн/м. 

Рисунок 2.6 – Конструктивна нерозгалуженого магнітного кола 

w 

I 

+ 

– 
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 Запишемо магнітні індукції ділянок кола в рівнянні (2.11) через 

магнітний потік і перетин ділянок кола  

 

22

2

11

1

S

l
Ф

S

l
ФwI

СС µµ
+= .    (2.12) 

 

 Введемо поняття магнітного опору ділянки магнітного кола 

 

S

l
R

C

М µ
= ,      (2.13) 

 

де l –  довжина ділянки, м; 

S – площа поперечного перерізу ділянки, м2; 

µС  – магнітна проникність ділянки магнітопроводу, Гн/м. 

  

[RM ] = 
Гн

м
м

Гн

м 1

2

=
⋅

/ 

 

Перепишемо вираз (2.12) з урахуванням (2.13) у наступному вигляді 

 

ФRФRwI ММ 21 += .     (2.14) 

 

 Введемо поняття магнітної напруги на ділянці магнітного кола 

 

ФRU ММ ⋅= .     (2.15) 
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 Введемо поняття намагнічуючої (магніторушійної) сили 

(МРС), під яким будемо розуміти добуток кількості витків обмотки на 

силу струму в ній 

 

IwF ⋅= .     (2.16) 

 

 Перепишемо вираз (2.14) з урахуванням (2.15) і (2.16). В резуль-

таті одержимо наступне 

 

21 ММ
UUF += .     (2.17) 

 

 Таким чином, між електричними і магнітними колами існує на-

ступна формальна аналогія (таблиця 2.1). 

 

Таблиця 2.1 – Аналогія між фізичними величинами електричного  

і магнітного поля 

Електричні величини Магнітні величини 

Е – електрорушійна сила F – магніторушійна сила 

R – опір електричному струму RМ – опір магнітному потоку 

I  – сила електричного струму Ф – магнітний потік 

U – напруга на ділянці кола 
UМ – магнітна напруга на ділянці 
кола 

 
 
Список літератури 

[1: с.169-170]; [2: с.418-421]; [3: с. 35-41]; [4: с.346-352]. 
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План лекції 

14.7 ЗЗааккооннии   ммааггнн іі ттнниихх   кк іілл  

14.8 РРооззррааххуунноокк   нн ееррооззггааллуужжеенниихх   ммааггнн іі ттнниихх   кк іілл ..   

14.9 Розрахунок розгалужених магнітних кіл. 

14.10 Електромагніти та їх розрахунок. 

 

1144 ..66   РРооззррааххууннккоовваа   ссххееммаа  ммааггннііттннооггоо   ккооллаа   

 

 За аналогією з розрахунковими схемами електричного кола 

складаються розрахункові схеми магнітного кола. Наприклад, для ма-

гнітного кола, приведеного на рисунку 2.6, розрахункова схема має 

вигляд, представлений на рисyнку 3.1 

 

 

 

 

 

 

 

На даній розрахунковій схемі позначені наступні величини: 

F – намагнічуюча сила або магніторушійна сила (МРС.), А; 

RМ1 , RМ2 – магнітні опори ділянок кола, 1/Гн; 

UМ1 , UМ2 – магнітні напруги на ділянках кола, А; 

Ф – магнітний потік, Вб. 

 

Рисунок 3.1 – Розрахункова схема магнітного кола 

UМ 1 

FF  

RМ 1  

UМ 2 RМ 2 

ФФ  
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1144 ..77   ЗЗааккооннии  ммааггннііттнниихх   ккіілл   

 

Закон Ома для ділянки магнітного кола без джерела 

МРС формулюється так: магнітний потік прямо пропорційний ма-

гнітній напрузі на ділянці кола і зворотно пропорційний магніт-

ному опору ділянки кола. 

Математичний запис закону 

 

     
М

М

R

U
Ф = ,            (3.1) 

 

де  Ф – магнітний потік на ділянці кола, Вб; 

      UМ– магнітна напруга на ділянці кола, А; 

   RМ – магнітний опір ділянки кола, 1/Гн. 

 За аналогією з електричним колом запишемо рівняння за зако-

нами Ома для магнітного кола (рисунок 3.1). Наприклад, для ділянки 

нерозгалуженого магнітного кола з магнітним опором RМ1  даний ви-

раз буде виглядати так 

 

     
1

1
1

М

М

R

U
Ф = .                 (3.2) 

 

 Закон Ома для замкненого магнітного кола з джере-

лом МРС формулюється так: магнітний потік дорівнює відно-

шенню магніторушійної сили до суми магнітних опорів кола. 

Математичний запис даного закону 

 

     
∑

=
М

R

F
Ф ,           (3.3) 
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де Ф – магнітний потік на ділянці кола, Вб; 

     F – магніторушійна сила, А; 

∑RМ – сума магнітних опорів кола, 1/Гн. 

 Наприклад, для замкненого магнітного кола з однією МРС і 

двома ділянками з різним магнітним опором (рисунок 3.1) даний ви-

раз буде виглядати так 

 

    
21 ММ

RR

F
Ф

+
= .    (3.4) 

 

 Узагальнений закон Ома для магнітного кола вигля-

дає так 

 

     
∑

∑+
=

М

М

R

FU
Ф ,       (3.5) 

 

де UМ – магнітна напруга на затисках кола, А. 

    ∑F – алгебраїчна сума МРС у замкненому контурі кола, А. 

Розглянемо розгалужене магнітне коло (рисунок 3.2). 

 

  

 

 

 

 

 Рисунок 3.2 – Конструктивна схема розгалуженого 

магнітного кола 
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Складемо розрахункову схему даного розгалуженого магнітного 

кола (рисунок 3.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 Перший закон Кірхгофа для розгалуженого магнітного ко-

ла формулюється так: алгебраїчна сума магнітних потоків у вузлі кола 

дорівнює нулю. При цьому магнітні потоки, що входять у вузол, запи-

суються зі знаком «плюс», а магнітні потоки, що виходять з вузла, за-

писуються зі знаком «мінус». 

 Математичний запис першого закону Кірхгофа: 

 

     ∑
=

=
n

i

iФ
1

0 .    (3.6) 

 

 Наприклад, для вузла а розгалуженого магнітного кола (рисунок 

3.3), даний  вираз буде виглядати так 

 

Рисунок 3.3 – Розрахункова схему розгалуженого магнітного 
кола 
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    Ф1 + Ф2  –  Ф3 = 0.    (3.7) 

 

 Другий закон Кірхгофа для замкненого контуру магнітного 

кола формулюється так: алгебраїчна сума магніторушійних сил у 

контурі дорівнює  алгебраїчній сумі добутків магнітних опорів 

(які входять у контур) на магнітний потік (який протікає в даних 

опорах). 

Математичний запис другого закону Кірхгофа: 

 

    ∑∑
==

=
n

i

iМi

n

i

i ФRF
11

.    (3.8) 

 

 Наприклад, для замкненого контуру розгалуженого магнітного 

кола (рисунок 3.3) з магнітними опорами RМ1,  RМ2 та джерелами маг-

ніторушійних сил F1, F2, даний вираз буде виглядати так: 

 

    F1 – F2 =  RМ1Ф1  –  RМ2Ф2.   (3.9) 

 

1144 ..88 ..   РРооззррааххуунноокк  ннееррооззггааллуужжеенниихх   ммааггннііттнниихх   ккіілл   

 

 Нехай для П-подібного магнітопроводу електромагніта задані 

геометричні розміри, крива намагнічування та значення магнітного 

потоку (рисунок 3.4).  

Необхідно визначити намагнічуючий струм, якщо відомо кіль-

кість витків w котушки. 
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 ППоорряяддоокк   ррооззррааххууннккуу: 

1. Позначаємо середню магнітну лінію та знаходимо довжину її 

окремих ділянок l1, 2lП, l2. 

2. Складаємо еквівалентну розрахункову схему магнітного кола 

(рисунок 3.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 3. Записуємо рівняння за другим законом Кірхгофа 

Рисунок 3.4– Конструктивна схема П-подібного магнітопроводу 
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Рисунок 3.5 – Розрахункова схема П-подібного магнітопровіду 
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F =  RМ1Ф  + RМ П Ф + RМ2Ф  = H1l1 + 2HПlП  +  H2l2 = w І , 

 
звідки 
 

w

lНlНlН
I ПП 2211 2 ++
= . 

  
4. Будуємо криву намагнічування В = f (Н)  П-подібного магні-

топроводу (рисунок 3.6) 

5. Визначаємо магнітні індукції В1 та В2 на окремих ділянках кола 

  

   
1

1
S

Ф
В = ;   

2
2

S

Ф
В = .    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 6. За допомогою кривої намагнічування визначаємо напружено-

сті магнітного поля Н1 та Н2 на окремих ділянках кола. 

Рисунок 3.6 – Крива намагнічування П-подібного  

магнітопроводу 
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 7. Визначаємо напруженість поля в повітряному прошарку 

 

    
П

П
П

В
Н

µ
= ;  µ П  ≈ µ 0  = 4π⋅10–7 Гн/м.  

 

 Підставляємо знайдені значення напруженостей Н1, Н2 та НП  і 

визначаємо намагнічуючий струм I. 

 

 Нехай тепер задані значення намагнічуючої сили, геометричні 

розміри магнітопроводу, крива намагнічування. Необхідно визначити 

магнітний потік Ф. 

 

 ППоорряяддоокк   ррооззррааххууннккуу: 

 1. Задаємося кількома значеннями магнітного потоку і визнача-

ємо, як і в попередньому випадку, відповідні значення намагнічуючої 

сили за формулою 

 

F =  H1l1 + 2HПlП  +  H2l2 . 

 

 2. Будуємо залежність Ф = f (F) (рисунок 3.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 3.7 – Графік залежності  магнітного потоку 

від намагнічуючої сили (МРС) 

Ф Вб 

F 

А 

Ф 

w I  

0 



 32 

 

 3. Відклавши значення заданої намагнічуючої сили, за допомо-

гою кривої Ф = f (F) визначаємо відповідне значення магнітного по-

току Ф. 

  

1144 ..99   РРооззррааххуунноокк  ррооззггааллуужжеенниихх   ммааггннііттнниихх   ккіілл   

 

 Розрахунок розгалужених магнітних кіл ґрунтуються на засто-

суванні законів Кірхгофа і Ома для магнітного кола. 

Для заданого магнітного кола (рисунок 1) відомі:  

геометричні розміри магнітопроводу l1, S1 , l2, S2  , l’3, S3  та l’’3, S3 , 

крива намагнічування магнітопроводу з феромагнітного матеріалу 

В=f(Н), магнітний потік  Ф3. Необхідно знайти намагнічуючу силу F. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.8 – Конструктивна схема заданого розгалуженого 

магнітного кола 
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 ППоорряяддоокк   ррооззррааххууннккуу: 

 1. Складаємо еквівалентну розрахункову схему магнітного кола  

(рисунок 3.8) і вибираємо умовно позитивні напрями магнітних пото-

ків (рисунок 3.9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2. Для визначення намагнічуючої сили запишемо рівняння за 

другим законом Кірхгофа для першого контуру (І) 

 

F =  RМ1Ф1  + RМ2Ф2 (3.10) 

  

або за законом повного струму 

 

F =  H1l1 + UМ .ab. (3.11) 

а 

Рисунок 3.9 – Розрахункова схему розгалуженого  

магнітного кола 
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 Таким чином, задача зводиться до визначення H1 та UМ .ab. 

 3. Магнітна напруга на ділянці ab  для другого контуру  (ІІ) 

 

UМ .ab  = RМ3Ф3 + RМ ПФ3 (3.12) 

 

або 

 

UМ .ab = H3l3 +  HПlП , (3.13) 

 

де l3   –  довжина середньої лінії на третій ділянці l3 = l′3 + l″3. 

 Знаючи Ф3, визначаємо 
3

3
3

S

Ф
В = , а потім за допомогою кривої 

намагнічування знаходимо H3. Оскільки 
0

3

µ
В

Н П = , то підставивши 

значення, знаходимо UМ .ab. 

 4. Напруженість H1 знаходимо за допомогою кривої намагнічу-

вання, визначивши спочатку магнітну індукцію 
1

1
1

S

Ф
В = . Магнітний 

потік Ф1 = Ф2 + Ф3. При цьому Ф2 = В2S2. Для визначення магнітної 

індукції В2 спочатку знаходимо напруженість магнітного поля на ді-

лянці l2, скориставшись законом Ома 

 

UМ .ab = RМ2Ф2 =  H2l2 . (3.14) 

 

звідки 
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2

.
2

l

U
Н abМ= . (3.15) 

 

 За допомогою кривої намагнічування знаходимо магнітну інду-

кцію В2 та розраховуємо магнітний потік Ф2. Після чого визначаємо 

магнітну індукцію В1 за формулою 
1

1
1

S

Ф
В =  та напруженість Н1 за 

допомогою кривої намагнічування. 

 5. За знайденими значеннями розраховуємо намагнічуючу силу 

F за формулою (2.16). 

  

Нехай тепер задані всі геометричні розміри магнітопроводу, 

крива намагнічування і намагнічуюча сила. Необхідно знайти всі маг-

нітні потоки в розгалуженнях кола. 

 

 ППоорряяддоокк   ррооззррааххууннккуу: 

 1. Складаємо розрахункову схему кола і вибираємо умовно по-

зитивні напрями магнітних потоків. 

 2. Для вузла а записуємо рівняння за першим законом Кірхгофа 

 

Ф1 – Ф2 –  Ф3 = 0 або Ф1 = Ф2  + Ф3  . (3.16) 

 

 3. Оскільки коло нелінійне, задачу вирішуємо графо-

аналітичним методом. Для цього спочатку будуємо допоміжні харак-

теристики 1 = f(UМ . ab); Ф2 = f’(UМ .ab); Ф3 = f’’(UМ .ab). 

 Для першого розгалуження за законом Ома можемо записати 
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( )
1

.

1

..
1

М

abМ

М

bМaМ

R

FU

R

F
Ф

+−
=

+−
=

ϕϕ
, (3.17) 

 

звідки 

 

UМ .ab = F  –  RМ1Ф1   (3.18) 

 

або 

 

UМ .ab = F  –  H1l1 . (3.19) 

 

 Щоб побудувати допоміжну характеристику Ф1 = f(UМ .ab) , за-

даємося кількома значеннями магнітної індукції В1, визначаємо за до-

помогою кривої намагнічування напруженість магнітного поля Н1, 

потім магнітну напругу UМ .ab та відповідні значення магнітного пото-

ку Ф1. 

 Для другого розгалуження за законом Ома можемо записати 

 

2

.

2

..
2

М

abМ

М

bМaМ

R

U

R
Ф =

−
=

ϕϕ
, (3.20) 

 

звідки 

 

UМ .ab = RМ2Ф2 (3.21) 

 

або 
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UМ .ab = H2l2 . (3.22) 

 

 Щоб побудувати допоміжну характеристику Ф2 = f’(UМ .ab), за-

даємося кількома значеннями магнітної індукції В2, визначаємо за до-

помогою кривої намагнічування напруженість магнітного поля Н2, 

потім магнітну напругу UМ .ab та відповідні значення магнітного пото-

ку Ф2. 

 Для третього розгалуження за законом Ома можемо записати 

 

ПММ

abМ

ПММ

bМaМ

RR

U

RR
Ф

.3

.

.3

..
3 +

=
+
−

=
ϕϕ

, (3.23) 

 

звідки 

 

UМ .ab = RМ3Ф3 +  RМ .ПФ3. (3.24) 

 

або 

 

UМ .ab = H1l1 +  HП l П . (3.25) 

  

Щоб побудувати допоміжну характеристику Ф3 = f ″(UМ .ab), 

задаємося кількома значеннями магнітної індукції В3, визначаємо за 

допомогою кривої намагнічування напруженість магнітного поля Н3, 

потім магнітну напругу UМ .ab та відповідні значення магнітного пото-

ку Ф3. 

 Всі отримані залежності Ф1 = f(UМ .ab), Ф2 = f(UМ . ab ),  

Ф3 = f(UМ .ab ), Ф2  + Ф3 = f(UМ .ab)наносимо на одну площину (ри-

сунку 3.10). 

 За першим законом Кірхгофа Ф1 = Ф2 + Ф3. Тому буду-

ємо допоміжну характеристику Ф2 + Ф3 = f‴(UМ .ab). Точка перети-
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нання «а» кривих Ф1 = f(UМ .ab) та Ф2 + Ф3 = f‴(UМ .ab) визначає ма-

гнітну напругу UМ .a b.  Проводимо через точку перетинання а пряму, 

паралельну вісі магнітного потоку Ф. Потім визначаємо магнітні по-

токи Ф1, Ф2,  Ф3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1144 ..1100   ЕЕллееккттррооммааггннііттии  ттаа   їїхх   ррооззррааххуунноокк  

 

Електромагніти широко застосовуються в техніці. Вони служать 

для створення магнітного поля в електрогенераторах, електродвигу-

нах, трансформаторах, електровимірювальних приладах, електричних 

апаратах, а також для створення стискальних зусиль.  

Рисунок 3.10 – Побудова залежностей  Ф1 = f(UМ .ab) ,  

Ф2 = f(UМ .ab  ), Ф3  = f(UМ .ab ), Ф2  + Ф3 = f(UМ .ab)  і  

визначення магнітних потоків 
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Ф2 = f’(UМ .ab) 

Ф2 + Ф3 = f’’’(UМ .ab) 
Ф1 = f(UМ .ab) 

UМ .ab 

А 

а 
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Електромагніт, призначений для стискальних зусиль, складаєть-

ся з нерухомого осердя (магнітопроводу), рухливого якоря (магніто-

проводу) та котушок збудження (виконаних із провідників). Котушки 

розташовані на осерді, а осердя відділене від якоря повітряним зазо-

ром (рисунок 3.11). 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

ППііддннііммааллььннаа   ссии ллаа   ееллееккттррооммааггнн іі ттаа   ввииззннааччааєєттььссяя   ззаа   ффоорр--

ммууллоо юю  

  

0

2

2µ
SВ

FEММ

⋅
= , (3.26) 

  

де  FЕМГ –  піднімальна сила електромагніта, Н; 

S – загальна площа поперечного перерізу полюсів електромагні-

та, м2. 

 В –  магнітна індукція, Тл; 

 µ0 –  магнітна постійна, Гн/м.    

 

 Список літератури 

[1: с.170-177]; [2: с.421-429]; [3: с.42-57]; [4: с.330-364]. 

 

Рисунок 3.11 – Конструктивна схема електромагніту,  

призначеного для стискальних зусиль 
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ЛЛЕЕККЦЦІІЯЯ  44   

  

ТЕМА 15 НЕЛІНІЙНІ КОЛА ЗМІННОГО СТРУМУ 
 

План лекції 

15.1. Загальні положення. 

15.2. Нелінійна індуктивність. 

15.3. Ідеальна котушка з феромагнітним осереддям у колі змінного 

струму. 
 

  1155 ..11   ЗЗааггааллььнніі   ппооллоожжеенннняя  

 

Для лінійних кіл змінного струму залежності (рисунок 4.1) між  
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Рисунок 4.1 – Графіки лінійних елементів і залежності між  

параметрами і величинами 
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напругою і струмом в активному опорі u(i), між магнітним потоком і 

струмом в індуктивності Ф(i), між зарядом і напругою в ємності q(u) 

мають лінійний характер. 

Для нелінійних кіл – нелінійний характер, наприклад, на рисун-

ку 4.2. Вебер-амперна характеристика нелінійного елементу. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  1155 ..22   ННееллііннііййннаа   ііннддууккттииввннііссттьь  

 

РРооззгглляяннееммоо   ккооттуушшкк уу  зз   ффееррооммааггнн іі ттнниимм  ооссееррддяямм,,   ввккллюю--

ччеенн уу  вв   ккооллоо   ппоосстт іі ййннооггоо   ссттррууммуу  ((ррииссуунноокк   44 ..33 )) ..     

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

Ф 

i 
0 

,i
w

L
Ф = L = var = f ( i )  

Рисунок 4.2 – Вебер-амперна характеристика нелінійного 

елементу 

Рисунок 4.3 – Конструктивна схема та умовно графічне і літерне  

позначення котушки з феромагнітним осердям колі постійної ЕРС 
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ППррии   ццььооммуу  бб ууддееммоо   вввваажжааттии ,,   щщоо   ммааггнн іі ттнниийй   ппоотт іікк ,,   яяккиийй   

ззааммииккааєєттььссяя   ччаассттккооввоо   ппоо   ппоовв іі ттррюю  ((ппоотт іікк   ррооззсс ііюювваанннняя)) ,,   ддоорр іі --

ввннююєє   нн ууллюю..   

ЗЗааппиишшееммоо  ооссннооввнніі   ссппііввввіідднноошшеенннняя,,   ооддеерржжаанніі   рраанніішшее::   

 

мм R

wi

R

F
Ф == ; 

S

l
Rм

0µµ
= ; LiwФ ==ψ ;  

  

l

Sw

R

w

i

wФ
L

м

0
22 µµ

=== . (4.1) 

 

Знайдемо залежність Ф(I). Відомо, що 
S

Ф
B = , 

l

wI
H = . Оскіль-

ки S, w, l – величини постійні, то залежність Ф(I) аналогічна залежно-

сті В(Н), тобто повторює криву намагнічування (рисунок 4.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.4 – Залежності магнітного потоку та статичної і  

динамічної індуктивностей від струму 
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Індуктивність котушки, як видно з формули, залежить тільки від 

змінної частини 
H

B
=0µµ . Якщо струм збільшувати, то збільшиться 

напруженість магнітного поля, а відповідно і магнітна індукція В. Але 

магнітна індукція на нелінійній частині характеристики збільшується 

не пропорційно напруженості. Так, в області, близької до насичення, 

магнітна індукція збільшується менше в порівнянні зі збільшенням 

напруженості, а це значить, що зменшується й індуктивність L. 

Кожній точці характеристики Ф(I) відповідає певне значення 

ссттааттииччнноо її   ііннддуукк ттииввнноосстт іі   

  

і ддииннааммііччнноо її   ііннддууккттииввнноосстт іі   

  

  

де  mL  – масштаб індуктивності, Гн/cм. 

 

1155 ..33   ІІддееааллььннаа   ккооттуушшккаа  зз   ффееррооммааггннііттнниимм  ооссееррддяямм    

уу   ккоолліі   ззммііннннооггоо   ссттррууммуу  

 

Підключимо ідеальну котушку з феромагнітним осердям до 

джерела змінного синусоїдного струму. При цьому будемо вважати, 

1 tgαLст m
I

Ф
wL ==  (4.2) 

2 tgαLдин m
dI

dФ
wL ==  (4.3) 
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що ідеальна котушка з феромагнітним осердям не має петлі гістерези-

са, активний опір її дорівнює нулю, магнітний потік розсіювання від-

сутній (рисунок 4.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ЗЗааппиишшееммоо   ооссннооввнніі   сспп іівввв іідднноошшеенннняя   ддлляя   ццььооггоо   ввииппааддккуу  

  

мм R

wi

R

F
Ф == ; 

S

l
Rм

0µµ
= ; LiwФ ==ψ ; 

   

l

Sw

R

w

i

wФ
L

м

0
22 µµ

=== . 
(4.4) 

 

Залежність Ф(i) для котушки з феромагнітним осердям така ж, 

як і Ф(I) (рисунок 4). 

Рисунок 4.5 – Конструктивна схема котушки з  

феромагнітним осердям в колі синусоїдної напруги 
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Розглянемо форму кривої струму в колі з нелінійною індук-

тивністю при синусоїдній напрузі джерела. Припустимо, що на-

пруга джерела має початкову фазу 900 і рівняння миттєвого зна-

чення 

 

)90sin( o+= tUu m ω . (4.5) 

 

Зневажаючи активним опором котушки з феромагнітним 

осердям і магнітним потоком розсіювання, можемо записати: 

 

u = – e; 
dt

dФ
we −= ; (4.6) 

   

dt

dФ
wtUm =+ )90sin( oω , (4.7) 

 
звідки 
 

dtt
w

U
dФ m )90sin( o+= ω ;  

  

tФt
w

U
Ф m

m ωω
ω

sinsin == . (4.8) 

 

Таким чином, при синусоїдній напрузі магнітний потік також 

синусоїдний. 

Для знаходження кривої струму в котушці з феромагнітним осе-

рдям, скористаємося залежностями Ф(t) і Ф(i) та побудуємо залеж-

ність i(t) графічним способом (рисунок 6). 
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Отже, крива струму несинусоїдна. Замінимо її еквівалентною 

синусоїдою (4.6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

tIi m ωsin= ; IIm ⋅= 2 , (4.9) 

 

де  I – діюче значення несинусоїдного струму, А; 

Рівняння миттєвої електрорушійної сили самоіндукції в котушці 

з феромагнітним осердям 

 

)90sin( o−= tEe m ω . (4.10) 

 
Запишемо рівняння для ідеальної котушки з феромагнітним осе-

рдям 
 

pIjxU && = , (4.11) 

 
де Ip – реактивний (намагнічуючий) струм, А; 

Рисунок 4.6 –  Графічні залежності Ф(i), i(t), Ф(t), иi(t) в ідеальній 

котушці з феромагнітним осердям 
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     x =ω·L – індуктивний опір, Ом, 

      L – еквівалентна індуктивність, Гн. 

Потокозчеплення котушки за законом електромагнетизму 

 

РLIwФ ==ψ . (4.12) 

 

Побудуємо векторну діаграму ідеальної котушки з феромагніт-

ним осердям та складемо її схему заміщення (рисунку 4.7). 

  

  

  

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
Розглянемо тепер котушку з феромагнітним осердям з ураху-

ванням петлі гістерезиса.  

Якщо несинусоїдну криву струму замінити еквівалентною 

синусоїдою, то можна записати вирази миттєвих: напруги сили 

струму, магнітного потоку і ЕРС самоіндукції  ідеальної котушки 

з феромагнітним осердям з урахуванням петлі гістерезису 

 

)90sin( o+= tUu m ω ; 

 

(4.13) 

Рисунок 4.7 – Векторна діаграма і розрахункова схема ідеальної 

котушки з феромагнітним осердям 
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)sin( δω += tIi m , 

 

tФФ m ωsin= ; 

 

)90sin( o−= tEe m ω . 

 

де  δ – кут втрат у котушці. Визначається за виразом ϕ−= o90δ . 

Якщо побудувати криву струму в цьому випадку на базі залеж-

ностей Ф(t) і Ф(i), яка має форму петлі гістерезиса, то одержимо неси-

нусоїдну форму кривої струму (рисунок 4.8). Крива струму випере-

джає синусоїду магнітного потоку на кут втрат у котушці δ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Побудуємо векторну діаграму напруги і струмів котушки з фе-

ромагнітним осердям з урахуванням петлі гістерезису та складемо її 

схему заміщення для цього випадку (рисунок 4.9).  

Рисунок 4.8 –  Залежності i(t), Ф(t), и(t) в ідеальній котушці з  

феромагнітним осердям з урахуванням петлі гістерезісу 
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На схемі Iа – активна складова струму втрати на вихрові струми 

і гістерезис), Ip – реактивна складова струму (основний магнітний по-

тік). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На схемі  (рисунок 9) Iа – активна складова струму характеризує 

втрати в магнітопроводі на вихрові струми і гістерезис, Ip – реактивна 

складова струму – створює основний магнітний потік. 

Поява в схемі активного опору магнітопроводу rм (активний 

опір проводу котушки дорівнює нулю) обумовлена споживанням ко-

тушкою з феромагнітним осердям активної потужності, яка втрачаєть-

ся на гістерезис і вихрові струми у магнітопроводі. 

 

  1155 ..44   ВВттррааттии  ааккттииввннооїї   ппооттуужжнноосстт іі   ннаа   гг іі ссттееррееззиисс   

 

Активна потужність, яку споживає ідеальна котушка, дорівнює 

 

Рисунок 4.9 – Векторна діаграма та і розрахункова схема ідеальної 

котушки з феромагнітним осердям 
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∫ ⋅⋅=
T

r dtiu
T

P
0

1
. 

(4.14) 

 

Якщо вважати, що активний опір котушки дорівнює нулю, то 

прикладена напруга врівноважується ЕРС самоіндукції е, тобто  

 

 

dt

dФ
weu =−=  (4.15) 

 

У свою чергу Ф = B · S , тоді 

 

dt

dB
Swu ⋅=  (4.16) 

 

Струм у котушці знайдемо, використовуючи закон повного 

струму 

 

w

Hl
i = . (4.17) 

 

       

Тоді втрати потужності на гістерезис 

 

∫ ∫∫ ==⋅=
T

r HdBfVHdB
T

Sl
dt

w

Hl

dt

dB
wS

T
P

0

1
. (4.18) 
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де V – об'єм осердя магнітопроводу, м3; 

      f – частота струму, Гц. 

Якщо розглянути петлю гістерезиса (рисунок 1), то її площа до-

рівнює ∫ HdB . Таким чином, втрати активної потужності на гісте-

резис прямо пропорційні частоті струму, об'єму осердя та площі 

петлі гістерезиса. Для зменшення втрат активної потужності на гісте-

резис треба магнітопроводи виготовлять з феромагнітного матеріалу, 

що має вузьку петлю гістерезису. Вперше, вивчаючи феромагнітні ма-

теріали і ряд закономірностей їх намагнічування, відкрив  петлю гіс-

терезиса О.Г. Столетов. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На рисунку 1: Ф0 і –Ф0 – залишковий магнітний потік у ферома-

гнітному магнітопроводі котушки; І0 і –І0 – коерцитивна сила струму  

(coercitio – від лат. утримування). 

В іншому вигляді можемо записати 

 

Рисунок 4.10 – Петля гістерезису феромагнітних  

матеріалів 
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2
амrr IrP =  , (4.19) 

 

де rмr – еквівалентний активний опір магнітопроводу, за допомогою 

якого враховуються втрати активної потужності на гістерезис, Ом; 

     Рr – втрати активної потужності на гістерезис, Вт. 

 

  1155 ..55   ВВттррааттии  ааккттииввннооїї   ппооттуужжнноосстт іі   ннаа   ввииххррооввіі   ссттррууммии  

 

ЗЗмміінннниийй  ссттрруумм,,   яяккиийй   ппррооххооддииттьь   ппоо   ккооттуушшцціі ,,   ссттввооррююєє   вв   

ммааггнн іі ттооппррооввоодд іі   ззмміінннниийй   ммааггнн іі ттнниийй   ппоотт іікк   ((ррииссуунноокк   22 )) ..     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Останній наводить у осерді електрорушійну силу (ЕРС), під ді-

єю якої виникають вихрові струми, які замикаються по симетричних 

контурах. Ці вихрові струми нагрівають сталеве осердя, тобто в осерді 

мають місце втрати активної потужності. Крім цього, вихрові струми, 

Рисунок 4.11 –  Напрями ЕРС і магнітного потоку 

в залежності від  напряму струму в котушці 

i 

Ф е 
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які мають напрям, протилежний напряму струму в проводі котушки, 

розмагнічують внутрішню частину осердя. 

Для зменшення цих негативних явищ осердя складається з 

окремих ізольованих одна від іншої пластин (рисунок 3). При 

цьому опір проходженню вихрових струмів різко зростає, тому ці 

струми стають незначними. У цілому втрати активної потуж-

ності на вихрові струми прямо пропорційні квадрату частоти 

струму, товщині окремих листів електротехнічної сталі та 

магнітній індукції. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Можемо записати в іншому вигляді 

 

2
амвв IrP ⋅=  , (4.20) 

 

де rмв – еквівалентний активний опір, за допомогою якого врахову-

ються втрати активної потужності в магнітопроводі на вихрові стру-

ми, Ом; 

        Рв –  втрати активної потужності в магнітопроводі на вихрові 

струми, Вт. 

Рисунок 4.12 – Напрям ЕРС у осерді при складанні його з 

окремих ізольованих одна від іншої пластин 
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В цілому втрати активної потужності в електротехнічній сталі  

можна визначити 

 

( ) 22
амамвмrвrc IrIrrPPP ⋅=⋅+=+= , (4.21) 

 

де rм  – еквівалентний активний опір, який враховує втрати ак-

тивної потужності в магнітопроводі з сталі, Ом. 

 

1155 ..66   РРееааллььннаа   ккооттуушшккаа  зз   ффееррооммааггннііттнниимм  ооссееррддяямм    

уу   ккоолліі   ззммііннннооггоо   ссттррууммуу  

 

Розглянемо фізичні процеси, які виникають у котушці з ферома-

гнітним осердям у колі змінного струму (рисунок 4.13). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 4.13 – Фізичні процеси, що виникають у котушці з 

феромагнітним осердям у колі змінного струму 
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Під дією синусоїдної напруги в колі котушки буде проходити 

змінний струм, який створить основний Ф і допоміжний потік розсію-

вання Фσ синусоїдні магнітні потоки, які будуть замикатися відповід-

но по осердю і повітрю. Під дією цих магнітних потоків у котушці бу-

дуть наводитися відповідно ЕРС самоіндукції е і ЕРС, що створюється 

допоміжним потоком розсіювання еσ. Струм, який проходить по ко-

тушці, супроводжується виділенням теплоти в обмотці котушки. Ос-

новний магнітний потік Ф спричинює в магнітопроводі втрати актив-

ної потужності на гістерезис і вихрові струми. 

Запишемо рівняння рівноваги напруги котушки з феромагніт-

ним осердям 

 

e
dt

di
Lriu −+= σ , (4.22) 

 

Відповідно до рівняння (4.22) замінимо реальну котушку еквіва-

лентною їй (рисунок 4.14).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 4.14 – Еквівалентна схема реальної котушки з  

феромагнітним осердям  
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Вона буде складатися з ідеальної котушки з урахуванням петлі 

гістерезисну і послідовно з'єднаних з нею опорами r і  xσ. 

Побудуємо векторну діаграму реальної котушки з феромагнітним 

осердям  (рисунок 4.15). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Запишемо рівняння напруги котушки з феромагнітним осердям 

в комплексній формі 

 

EIjxIrU &&&& −+= σ . (4.23) 

 

Розрахункова схема реальної котушки з феромагнітним осердям 

(рисунок 4.16). 

 

Рисунок 4.15 –  Векторна діаграма напруги, сили струму, магнітного  

потоку і ЕРС самоіндукції реальної котушки з феромагнітним осердям 
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Знайдемо діюче значення ЕРС самоіндукції, якщо миттєвий ма-

гнітний потік tФФ m ωsin= . Тоді вираз миттєвої ЕРС 

 

)90sin()90sin( oo −=+−=−= tEtФw
dt

dФ
we mm ωωω

, 
(4.24) 

 
де максимальна ЕРС mm ФwE ω=  Тоді діюче значення ЕРС 
 

mm
m fwФФ

fwФw
E 44,4

2

2

2
===

πω
. (4.25) 

 

 

 

 Список літератури 

[1: с.183-184]; [2: с.260-266]; [3: с.106-116]; [4: с.369-371]. 
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Рисунок 4.16 – Розрахункова схема індуктивної котушки  

з феромагнітним осердям 
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ЛЕКЦІЯ 5 

 

1155 ..77   Ферорезонанс напруг і струмів 

 

РРееззооннааннсс   ннааппррууггии   уу  ккоо лліі ,,   щщоо   ммііссттииттьь     ккооттуушшккуу  зз   ннаассии--

ччеенниимм  ффееррооммааггннііттнниимм  ммааггнніі ттооппррооввооддоомм,,   зз '' єєддннаанн уу  пп ооссллііддооввнноо  

зз   ккооннддееннссааттоорроомм   ннааззииввааєєттььссяя   ффееррооррееззооннааннссоомм  ннааппррууггии..     

У колах з нелінійною індуктивністю, що містять ємність, плавна 

зміна напруги може викликати скачки фази й амплітуди основної гар-

моніки струму, і, навпаки, плавна зміна струму може супроводжува-

тися стрибкоподібною зміною фази й амплітуди основної гармоніки 

напруги на деяких ділянках кола. 

Під ферорезонансом напруги розуміють стрибкоподібну зміну 

знака кута зсуву фаз між основними гармоніками напруги й струму, а 

також різку зміну величини силу струму при незначній зміні напруги 

на вході кола.  Ці явища пов'язані з нелінійністю котушки зі сталлю. У 

лінійних колах подібні явища принципово неможливі. Розглянемо ро-

зрахункову   схему  (рисунок 5.1) послідовно  з'єднаних ідеальних 

конденсатора й котушки з феромагнітним осереддям. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

U&  LU&  

CU&  

I&  

Рисунок 5.1 – Розрахункова схема послідовно з'єднаних ідеального  

конденсатора й котушки з феромагнітним  осереддям 
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Котушка з феромагнітним осердям є нелінійним елементом, то 

при синусоїдній напрузі і синусоїдному магнітному потоці струм має 

несинусоїдну форму (рисунок 5.2).  

Аналіз ферорезонансу з урахуванням несинусоїдності форми 

кривої струму представляє значні труднощі, тому застосуємо метод  

еквівалентних синусоїд ( еквівалентний струм іе).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Крім того, для спрощення міркувань приймемо, що котушка з 

феромагнітним магнітопроводом, яка включена в електричне коло, не 

має петлі гістерезису, вихрових струмів (rм = 0), активний опір прово-

ду обмотки дорівнює нулю (r = 0) тобто вона ідеальна і конденсатор 

ідеальний. Тоді векторна діаграма електричного кола з урахуванням 

спрощень має вигляд (рисунок 5.3). 

t 

u, i, Ф 

0 

i 

iе 

u 

Ф 

Рисунок 5.2 – Графічні залежності миттєвої напруги, магнітного  

потоку, струму і еквівалентного струму у котушці з феромагнітним 

осердям 
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Приймемо початкову фазу  напруга на індуктивності LU&  рівною 

o90 , тобто напруга випереджає струм на o90 , напруга на ємності СU&  

відстає від струму на o90  (рисунок 5.3). 

Прикладена напруга на затискачах кола 

 

СL UUU &&& += . (5.1) 

 

Оскільки вектори LU&  й СU&  спрямовані протилежно (рисунок 

5.3), тоді величина прикладеної напруги до затискачів електричного 

кола визначається як 

 

СL UUU −=   (5.2) 

 

ВАХ котушки )(IU L  є кривою лінією, ВАХ конденсатора 

)(IUС  є похилою прямою, що проходять через початок координат 

Рисунок 5.3 – Векторна діаграма напруг і струму з урахуван-

ням спрощень при ферорезонансі напруг 

I&  

U&  

LU&  

СU&  

0 
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(рисунок 5.4). Величину ємності завжди можна вибрати такою, щоб 

ВАХ конденсатора  перетнула ВАХ котушки з феромагнітним осер-

дям. Різниця між залежностями )(IU L  і )(IUС  утворять криву )(IU , 

ординати якої визначають значення прикладеної напруги при різних 

значеннях струму (рисунок 5.4).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Точка «а» перетину )(IU L  і )(IUС  відповідає ферорезонансу 

напруги  ( СL UU =  ). 

Ферорезонанс напруг наступає за рахунок зміни індуктивності і 

магнітної проникності феромагнітного матеріалу магнітопроводу ко-

тушки. Однак, на відміну від лінійних кіл, зміна індуктивності відбу-

)(ILэ  

I 

U, L 

a 

)(IUC  

)(IU L  

)(IU  

)(IU ′  CL UU =  

0I  0 

Рисунок 5.4 – ВАХ ідеальної котушки з феромагнітним осердям,  

ідеального конденсатора і електричного кола при послідовному 

з’єднанні котушки і конденсатора 
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вається не залежно  від струму кола, наслідок залежності Еквівалент-

ну індуктивність котушки з феромагнітним магнітопроводом можна 

визначити  

 

 

Область характеристики )(IU  поблизу точки 0I  носить теоре-

тичний характер. 

Практично через втрати в сталі і в проводі котушки, а особливо 

через несинусоїдну форми кривої струму, графічна залежність ВАХ 

)(IU  електричного кола має такий вигляд (рисунок 5.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Проаналізуємо графік  рисунку 5.5. При зміні напруги U від ну-

ля до U1 струм по фазі відстає від напруги – індуктивний режим. Зміна 

I

U
L L

å ω
=  (5.3) 

Рисунок 5.5 – ВАХ електричного кола з послідовно 

з’єднаними реальною котушкою зі сталлю і конденсатором 

U3 

U2 

 

U1 

U 

0 

I 

I2 Iс Iв I1 

5 

1 

4 

2 

3 

а в с 

Індуктивний режим Ємнісний режим U(І) 

Iа 



 63 

режиму відбувається при досягненні точки 1. У точці 1 спостерігаєть-

ся стрибок струму, при якому струм зростає з І1 до величини I2, що 

відповідає точці 2. По фазі струм I2 вже випереджає напругу (переки-

дання фази) – ємнісний режим. Подальше зростання напруги викликає 

плавне збільшення струму (точка 3). 

Зменшення напруги до величини U3 (точка с) знову викликає 

зворотній стрибок струму з Iс до Iа, що відповідає переходу із точки 3 

у точку 5. З характеристики (рисунок5) видно, що при одній напрузі 

U2 на затискачах електричного кола можливі три значення струму: Іа, 

Ів, Іс, У двох перших випадках струм відстає по фазі від напруги (UL> 

UC). А у третьому випадку – випереджає його (UL< UC). Така невизна-

ченість – декілька значень струму в колі при одній і тій же напрузі – 

може мати місце лише в колах з нелінійними характеристиками.  

Режим роботи електричного кола при струмах Iа і I1 стійкий, 

оскільки ділянці з  підйомом характеристики при збільшенні напруги 

U струм зростає, а при зменшенні напруги зменшується.  

Режим при струмі I2 – нестійкий, оскільки на спадаючій ділянці 

ВАХ із зменшенням U струм зростає і з підвищенням напруги спадає, 

таким чином, що найменша зміна напруги викликає перехід від даного 

режиму роботи електричного кола до першого або третього режиму.  

Характерно, що при кожному стрибку фаза струму по відно-

шенню до прикладеної напруги U змінюється на o180 .  

Явище різкої зміни струму при  незначній зміні напруги на вході 

називається тригерним ефектом у послідовному  ферорезонансному 

колі. 

Якщо котушка зі сталевим осереддям і конденсатор з'єднані па-

ралельно (рисунок 5.6а), тоді в колі може виникнути резонанс стру-

мів. 
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При розгляді даного явища приймемо умови, що зневажаємо 

втратами в котушці й вищих гармоніках. Тоді можна побудувати век-

торну діаграму (рисунок 5.6б). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Однак у цьому випадку при живленні кола від джерела заданої 

напруги не відбувається стрибків струму і, навпаки, при живленні ко-

ла від джерела заданого  струму можливі стрибки напруги, що супро-

воджуються зміною знака кута зсуву фаз між напругою й струмом. 

Спочатку струм у котушці I& L буде відставати від напруги U&  на 

90˚, а струм I& З  буде випереджати напругу на 90˚. 

Спожитий колом струм визначається таким чином 

 

I&  = I& L + I& С.  (5.4) 

 

Струм, спожитий колом по модулі дорівнює 

 

а – розрахункова схема кола; б – векторна діаграма струмів і 

напруги; 

Рисунок 5.6 –  Ферорезонанс струмів 
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I  = | I  L + I С|. (5.5) 

 

Побудова ВАХ котушки зі сталлю і конденсатора й всього кола 

має вигляд (рисунок 5.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       

 

Отримана залежність I(U) носить теоретичний характер.  

Практично, через втрати в феромагнітному магнітопроводі і в 

активному опорі проводу котушки викривлення форми кривої струму, 

залежність між струмом і напругою всього кола має такий вигляд (ри-

сунок 5.8). 

Якщо живити схему не від джерела заданої напруги, а від дже-

рела заданого струму, то в схемі спостерігаються стрибки напруги. 

 

 

 

 

Рисунок 5.7 –  Побудова ВАХ кола при ферорезонансі  

струмів 
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Якщо в наведеній розрахунковій схемі (рисунок 5.9) опір реос-

тату R набагато більше опору іншого кола, то міняючи його величину 

можна плавно змінювати струм у колі. 

 

 

 

 

          

 

 

 

 

Рисунок 5.8 – ВАХ електричного кола з параллельно 

з’єднаними реальною котушкою зі сталлю і  

конденсатором 
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Рисунок 5.9 –  Розрахункова схема регулювання струму 

при ферорезонансі струму 
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Плавне збільшення струму від нуля до I 1 приводить до зміни 

напруги по ділянці характеристики 0-1. Подальше збільшення струму 

приводить до різкого зростання напруги й зміні знаку кута зсуву фаз 

між U&  і I&  (перехід із точки 1 у точку 2). 

При менших струмах реактивний опір кола носить ємнісної ха-

рактер, а при більших струмах реактивний опір кола має індуктивний 

характер. 

Подальше збільшення струму викликає плавне збільшення на-

пруги (ділянка 2-3).  

Зниження струму до величини I 4 знову викликає стрибок на-

пруги, що відповідає переходу із точки 4 у точку 5. 

Побудуємо векторні діаграми в точці 1 - до стрибка напруги (єм-

нісний режим) (рисунок 5.9а) і точці 2 - після стрибка напруги (індук-

тивний режим) (рисунок 5.9б). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

а – до стрибка напруги (ємнісний режим); б – після стрибка  

напруги (індуктивний режим). 

Рисунок 5.9 – Векторні діаграми при ферорезонансі струму 
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Явище різкої зміни напруги в колі при незначній зміні струму 

називається тригерним ефектом у паралельному ферорезонанс-

ному колі. Описане явище зветься ферорезонансом струмів. 

Особливості кіл, що містять котушки з феромагнітним осеред-

дям й конденсатори, використовують для пристрою ферорезонансних 

стабілізаторів напруги, призначених для підтримки постійною на-

пруги на затискачах приймача при зміні напруги живлючої мережі. 

Стабілізатор напруги - це такий чотириполюсник, у якому 

значна зміна напруги на вході викликає лише незначна зміна на-

пруги на виході. 

Основна частина стабілізатора складається із двох послідовно 

з'єднаних опорів – лінійного (ємнісного опору) й нелінійного (індук-

тивного опору) (рисунок 5.10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Розглянемо реальний випадок явища ферорезонансу напруг. 

Стабілізатор напруг працює в зоні насиченого магнітопроводу Ucтр пі-

сля стрибка струму. В цьому разі при значній зміні первинної напруги 

Рисунок 5.10 – Схема основної частини стабілізатор 
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U1 на вході 1-2 стабілізатора, вторинна напруга  U2 на індуктивності 

1′-2′ змінюється незначно, оскільки нелінійна індуктивність незначно 

зменшується, індуктивний опір теж. Визначивши для ряду значень U1 

відповідні значення U2, можна побудувати залежність U2= f(U1) (ри-

сунок 5.11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Стабілізатори характеризуються коефіцієнтом стабілізації 

 

21

21

2

2

1

1

*
*

:
UU

UU
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U
Кс ∆

∆
=

∆∆
= , (5.6) 

 

де U1 – напруга на вході стабілізатора, В; 

     U2 – напруга на виході (на навантаженні), В; 

    ∆U1, ∆U2 – змінення напруги на вході й на виході, В. 

 

 Список літератури 

[2: с.455-459]; [3: с.124-129]; [4: с.376-3779]. 

Рисунок 5.11 – Графічна залежність U2 =f(U1) стабілізатора 
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ЛЕКЦІЯ 6 

 

  1155 ..77 ..   ТТррааннссффооррммааттоорр  зз   ффееррооммааггннііттнниимм  ооссееррддяямм  

 

Електромагнітні явища в трансформаторі з феромагнітним (ста-

левим) осердям подібні явищам у повітряному трансформаторі: явище 

електричного струму, електромагнетизм (основний і потік розсіюван-

ня у первинній обмотці),електромагнітної індукції (ЕРС самоіндукції і 

ЕРС розсіювання у первинній обмотці ЕРС взаємоіндукції у вторинній 

обмотці) і теплової дії струму у первинній обмотці. Якщо до вторин-

ної обмотки підключити навантаження, то у вторинній обмотці: вини-

кне явище електричного струму, явище електромагнетизму (потік роз-

сіювання) і процес нагріву вторинної обмотки. В  феромагнітному ма-

гнітопроводі але буде спостерігатися явища гістерезису і вихрових 

струмів. 

На відміну від повітряного трансформатору магнітний потік, 

який пронизує обидві обмотки, замикається не по повітрю, а через 

сталеве осердя. Конструктивну схему трансформатора зі сталевим 

осердям наведено на рисунку 6.1. 

При навантаженні трансформатора існують три магнітних пото-

ки: Ф – основний у осерді, Фσ1 – розсіювання, зв'язаний тільки з пер-

винною обмоткою, Фσ2 – розсіювання, зв'язаний тільки з вторинною 

обмоткою. 

Напруга u1, прикладена до первинної обмотки, врівноважується 

спаданням напруги на активному опорі обмотки та електрорушійними 

силами еσ1 і еσ1, тобто 
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1
1

11111111 e
dt

di
Lireeiru −+=−+= σσ , (6.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

де  Lσ1  – індуктивність, обумовлена магнітним потоком розсію-

вання Фσ1, Гн. 

У вторинній обмотці ЕРС, яка наводяться магнітними потоками 

Ф і Фσ2, врівноважується спаданням напруг на активному опорі обмо-

тки та опорі навантаження, тобто 

 

22222 uiree +=+ σ  (6.2) 

 

або 

 

2
2

22222222 u
dt

di
Lirueire ++=+−= σσ , (6.3) 

Рисунок 6.1 – Конструктивна схема трансформатора зі сталевим 

осердям 
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де Lσ2 – індуктивність, обумовлена магнітним потоком розсію-

вання Фσ2, Гн. 

Замінимо реальний трансформатор еквівалентним конструктив-

ною схемою (рисунок 6.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Трансформатор із затисками 1–2 і 1′–2′ називається ідеальним 

трансформатором (в якому відсутні втрати на нагрів, від потоків роз-

сіювання). 

Коефіцієнт трансформації трансформатора 
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m === . (6.4) 

 

Розглянемо спочатку ідеальний трансформатор, у якому r1 = 0;  

xσ1 = 0; r2 = 0; xσ2 = 0; w1 = w2. 

Рисунок 2 – Еквівалентна конструктивна схема трансформатора зі 

сталевим осердям 
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При холостому ході такий трансформатор не відрізняється від 

звичайної ідеальної котушки і може бути зображений схемою замі-

щення (рисунок 6.3). 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

Побудуємо векторну діаграму ідеального трансформатора при 

холостому ході (рисунок 6.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Намагнічуюча сила при холостому ході (у первинній обмотці) 

Рисунок 6.4 – Векторна діаграма ідеального трансформатора 

при холостому ході 

0I&

0 

1U&

221 UЕЕ &&& ==  

РI&  

Ф&  аI&
δ 

Рисунок 6.3 – Схема заміщення ідеального трансформатора 

на холостому ході 
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ФZIwF м
&&& == 010 , (6.5) 

 

де Zм – комплекс магнітного опору осердя, 1/Гн; 

     Ф&  – комплекс основного магнітного потоку, Вб. 

Рівняння для первинного контуру трансформатора 

 

11 EU && −= . (6.6) 

 

Складемо тепер схему заміщення ідеального трансформатора 

при його навантаженні (рисунок 6.5). 

Якщо до затисків вторинної обмотки підключити навантаження з 

опором ZН, то в ній буде проходити струм 2I& , який, у свою чергу, буде 

намагатися зменшити магнітний потік Ф& , а це приведе до ЕРС 1E& , 

внаслідок чого струм 1I
&  зросте до такої величини, при якій магнітний 

потік 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 6.5 – Схема заміщення ідеального трансформатора 

при навантаженні 
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Ф&  набуде початкового значення і буде виконуватися рівняння (6.6). 

Таким чином, поява струму у вторинному контурі приводить до збі-

льшення струму в первинному контурі. 

У навантаженому трансформаторі магнітний потік у осерді до-

рівнює магнітному потоку при холостому ході, тобто завжди  

Ф = const. 

При навантаженні магнітний потік Ф&  створюється під дією на-

магнічуючих сил первинної і вторинної обмоток 

 

ФZIwIwFF м
&&&&& =+=+ 221121 . (6.7) 

 

Порівнявши (5) і (6), знаходимо 

 

012211 IwIwIw &&& =+ . (6.8) 

 

При рівності кількості витків первинної і вторинної обмоток 

021 III &&& =+ . (6.9) 

 

З рівняння (9) 

 

201 III &&& −= . (6.10) 

 

Побудуємо векторну діаграму ідеального трансформатора при 

навантаженні (рисунок 6.6). 

Перетворимо схему заміщення ідеального трансформатора, для 

чого розв'яжемо індуктивний зв'язку. Якщо з'єднати однойменні зати-
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ски обмоток трансформатора між собою, то режим роботи трансфор-

матора не зміниться. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Розглянемо спочатку індуктивно зв'язані елементи, які тепер мають 

загальну точку. Коефіцієнт зв'язку двох елементів у даному випадку 

дорівнює одиниці, оскільки весь магнітний потік повністю зчеплений 

з витками первинної і вторинної обмоток, тобто 

 

1
21

==
LL

M
K , (6.11) 

 

тому, з огляду на те, що w1 = w2, знаходимо 

 

21 LLM == . (6.12) 

 

Рисунок 6.6 – Векторна діаграма ідеального трансформатора  

при навантаженні 
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Замінимо тепер частину схеми з загальною точкою (рису-

нок 6.7а) на еквівалентну схему (рисунок 6.7б). Тепер 

 

01 =− ML ,     02 =− ML , (6.13) 

 

paa IIIIII &&&&&& =−=+− 021 . (6.14) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 8 – Розрахункова схема ідеального трансформатора  

з феромагнітним осердям 
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Рисунок 6.7 – Схеми еквівалентного перетворення ідеального  

трансформатора 
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З урахуванням (6.13), (6.14) схема заміщення ідеального транс-

форматора приймає вигляд (рисунок 6.7в). Розрахункова схема ідеа-

льного трансформатора з феромагнітним осердям має вигляд, зобра-

жений на рисунку 6.8. 

Якщо тепер врахувати активні й індуктивні опори розсіювання 

обох обмоток, то для трансформатора, у якого w1 = w2, одержимо схе-

му заміщення, приведену на рисунку 6.9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Запишемо рівняння первинного і вторинного контурів кола 

 

111111 EIjxIrU &&&& −+= σ ; (15) 

  

222222 UIjxIrE &&&& ++= σ . (16) 

 

Побудуємо векторну діаграму кола (рисунок 6.10). 

 

 

Рисунок 9 – Схема заміщення реального трансформатора  

з феромагнітним осердям 
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1155 ..88 ..   ППррииввееддеенниийй  ттррааннссффооррммааттоорр  

 

Оскільки в загальному випадку w1 ≠ w2, то і Е1 ≠ Е2. Це усклад-

нює аналіз процесів у трансформаторі, тому обидві обмотки трансфо-

рматора приводять до однієї кількості витків. Як правило, вторинну 

обмотку з кількістю витків w2 приводять до первинної обмотки з кіль-

кістю витків w1 – приведений трансформатор.  

Для цього вторинну обмотку заміняють еквівалентною з кількіс-

тю витків w1, але змінюють параметри та електричні величини вто-

ринного контуру так, щоб магнітний потік і потужність трансформа-

тора залишилися без змін. Приведені величини позначають так 

222222    ;   ;   ;   ;   ;   ; wUzxrIE н ′′′′′′′ &&&
σ .  

 
Електрорушійна сила, яка наводиться у вторинній обмотці 

основним магнітним потоком, дорівнює 

Рисунок 6.10 – Векторна діаграма напруг і  

струмів трансформатора з феромагнітним осердям 
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mФfwE 22 44,4= , (6.17) 

 

звідки 

 

2

2

44,4 fw

E
Фm = . (6.18) 

 

При заміні дійсної вторинної обмотки з кількістю витків w2 при-

веденою обмоткою з кількістю витків первинної обмотки w′2 = w1 ос-

новний магнітний потік буде наводити в ній електрорушійну силу 

 

,
44,4

44,444,4 2
2

1
2

2

2
222 kE

w

w
E

fw

E
wfФwfE m ==′=′=′

 (6.19) 

  

де k   – коефіцієнт трансформації трансформатора. 

 Коефіцієнт трансформації визначається як відношення  ЕРС пе-

рвинної обмотки до ЕРС вторинної обмотки або відношення кількості 

витків первинної обмотки до кількості витків вторинної обмотки 

 

2

1

2

1

w

w

E

E
k == . (6.20) 

 

 Якщо підставити значення k, то одержимо 

 

12 EE =′ . (6.21) 
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Аналогічно 

 

kUU 22 =′ , (6.22) 

  

Оскільки у випадку приведення вторинної обмотки до пер-

винної магнітний потік залишається незмінним, то і вторинна 

намагнічуюча сила повинна залишатися незмінною, тобто 

 

21222 IwIwF ′== , (6.23) 

 

звідки 

 

k

I

w

w
II 2

1

2
22 ==′ . (6.24) 

 

Через те, що умовою приведення є постійність потужностей 

(активної, реактивної і повної), то і втрати в провідниках дійсної 

і приведеної вторинної обмоток повинні бути однаковими, тобто 

 
2

22
2

22 IrIr ′′=′ , (6.25) 

 

звідки активний опір проводу приведеної вторинної обмотки 
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′

=′ . (6.26) 

 

Реактивний опір проводу приведеної вторинної обмотки 
 

2
22 kxx σσ =′ ;      2kzz НН =′ . (6.27) 

  

Приведений повний опір навантаження  
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2kzz НН =′ . (6.28) 

  

Запишемо рівняння первинного і вторинного контурів трансформато-

ра 

  

111111 EIjxIrU &&&& −+= σ ; (6.29) 

  

2
2

22222 UIxjIrE ′+′′+′′=′ &&&&
σ . (6.30) 

 

Схема заміщення приведеного трансформатора (рисунок 6.11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Векторна діаграма струмів і напруг приведеного трансформато-

ра має такий же вигляд, як і векторна діаграма, приведена на рисунку 

10. 

 

Список літератури 

[1: с.186-492]; [2: с.110-111]. 

Рисунок.6.11 – Схема заміщення приведеного трансформатора 
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ЛЕКЦІЯ 7 

 

ТЕМА 16. ПЕРЕХІДНІ ПРОЦЕСИ В ЛІНІЙНИХ КОЛАХ 

 

1166 ..11   ППррииччииннии  ввииннииккннеенннняя  ппеерреехх іідднниихх   ппррооццеесс іівв  

 

Під перехідними процесами розуміють процеси ппееррееххооддуу  

ввіідд  ооддннооггоо  ууссттааллееннооггоо  рреежжииммуу  ррооббооттии  ееллееккттррииччннооггоо  ккооллаа  ддоо  іінн--

шшооггоо,,  ббууддьь  ччиимм  ввііддррііззнняяєєттььссяя  ввіідд  ппооппееррееддннььооггоо::  ввееллииччииннооюю  ЕЕРРСС,,  

ппааррааммееттррааммии  ттоощщоо..  

Перехідні процеси виникають внаслідок включення або вими-

кання пасивних або активних ділянок кола; коротких замикань окре-

мих ділянок кола, різного роду переключень, раптової зміни парамет-

рів і т.п.  

Фізично перехідні процеси представляють перехід від одного 

енергетичного стану кола, що відповідають до комутаційному режи-

му, до енергетичного стану, що відповідають після комутаційному 

режиму. Всі ці зміни називаються комутаційними змінами або 

просто комутацією. 

Замикання кола зображують на розрахункових схемах так: 

 

 

 

Розмикання кола зображують на розрахункових схемах так: 

 

 

Будемо вважати, що при замиканні і розмиканні електричного 

кола дуга не виникає, а комутація проходить у момент часу t = 0.  

. 

. 
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1166 ..22 ..   ЗЗааккооннии  ккооммууттаацціі її   

 

Розглянемо включення ділянки кола з котушкою (рисунок 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

До комутації струм у електричному колі дорівнював нулю. Піс-

ля комутації у відповідності з другим законом Кірхгофа можна запи-

сати 

 

u = ur + uL. (7.1) 

 

Якщо припустити, що в момент комутації (t = 0) струм змінить-

ся стрибком, то u = ∞ і другий закон Кірхгофа не буде виконуватися. 

Тому в даному випадку в момент комутації сила струму дорівнює ну-

лю. 

ЗЗ   ееннееррггееттииччнноо її   ттооччккии   ззоорруу  ннееммоожжллииввіі ссттьь   ммииттттєєввоо її   ззммііннии  

ссттрр ууммуу  вв   іінндд ууккттииввнноосстт іі   ппоояяссннююєєттььссяя   ннееммоожжллииввіі ссттюю  ззммііннии   

Рисунок 7.1 – Розрахункова схема включення ділянки кола  

з котушкою  

i 

L 

ur r 

uL 

~~u 
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ссттррииббккоомм  ееннеерргг іі її ,,   ннааккооппииччеенноо її   вв   ккооттуушшцціі ..   ЕЕннеерргг іі яя   ммааггнніі ттннооггоо  

ппоолляя   ккооттуушшккии     

  

2

2Li
WL = . (7.2) 

 

Миттєва потужність в індуктивності 

 

dt

di
Li

dt

dW
p L

L == . (7.3) 

 

Якби струм у момент часу t = 0 змінився стрибком, це привело б 

до виділення в котушці нескінченно великої потужності, що немож-

ливо з фізичної точки зору. 

Таким чином, можна сформулювати перший закон комута-

ції:  уу  ббууддьь--яяккооммуу  ррооззггааллуужжеенннніі  зз  ііннддууккттииввннііссттюю  ссттрруумм  іі   ммааггнніітт--

нниийй  ппооттіікк  уу  ммооммееннтт  ккооммууттааццііїї   ззббееррііггааююттьь  ттіі  ззннааччеенннняя,,  яяккіі  ввооннии  

ммааллии  ддоо  ккооммууттааццііїї ,,  іі   ддаалліі  ппооччииннааююттьь  ззммііннююввааттииссяя  ввіідд  цциихх  ззннаа--

ччеенньь. 

Розглянемо тепер включення ділянки кола з ємністю (рисунок 

2). 

 

До комутації напруга на ємності дорівнювала нулю. Після кому-

тації у відповідності з другим законом Кірхгофа можемо записати 

 

u = ur + uС = r i  + uС. (7.4) 

 

Зі співвідношень  
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C

q
uC = , 

dt

dq
i = , (7.5) 

знаходимо 

 

CCuq = , 
dt

du
Ci C= . (7.6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Якщо припустити, що в момент комутації (t = 0) напруга на єм-

ності зміниться стрибком, то i = ∞ і другий закон Кірхгофа не буде 

виконуватися. Тому в даному випадку в момент комутації напруга на 

ємності буде дорівнювати нулю. 

З енергетичної точки зору неможливість миттєвої зміни напруги 

на ємності пояснюється неможливістю зміни стрибком потужності, 

накопиченої в конденсаторі. Енергія електричного поля конденсатора 

 

Рисунок 7.2 – Розрахункова схема включення  

ділянки кола з ємністю 

C 

i 

ur r 

uC 

~~u 
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2

2
C

C

Cu
W = . (7.7) 

 

Миттєва потужність у ємності 

 

dt

du
Cu

dt

dW
p C

С
C

C == . (7.8) 

 

Якби напруга на ємності в момент часу t = 0 змінилася стриб-

ком, то це привело б до виділення в ємності нескінченно великої по-

тужності, що неможливо з фізичної точки зору. 

Отже, можна сформулювати другий закон комутації: ннаа  

ббууддьь--яяккіійй  ддіілляяннцціі  ккооллаа  зз  єєммннііссттюю  ннааппррууггаа  іі   ззаарряядд  ннаа  єєммннооссттіі  вв  

ммооммееннтт  ккооммууттааццііїї   ззббееррііггааююттьь  ттіі  ззннааччеенннняя,,  яяккіі  ввооннии  ммааллии  ддоо  ккооммуу--

ттааццііїї ,,  іі   ддаалліі  ппооччииннааююттьь  ззммііннююввааттииссяя  ввіідд  цциихх  ззннааччеенньь. 

 

1166 ..33 ..   ККллаассииччнниийй  ммееттоодд  ррооззррааххууннккуу   

 

РРооззгглляяннееммоо   ппоосслл ііддооввннее   ккооллоо ,,   яяккее   ммііссттииттьь   ааккттииввнниийй  

ооппіірр ,,   ііннддууккттии ввннііссттьь   іі   єєммннііссттьь ,,   пп ііддккллююччеенніі   ддоо   дджжееррееллаа   ннааппрр уу--

ггии ,,   яяккаа   ззммііннююєєттььссяя   вв   ччаасс іі   ззаа   ддооввііллььнниимм  ббееззппееррееррввнниимм  ззааккоо--

нноомм,,   ззааддаанниимм  яяккии мм--ннеебб ууддьь   ааннаалліі ттии ччнниимм  ввииррааззоомм  ((ррии ссуунноокк   33 )) ..   

Для будь-якого моменту часу за другим законом Кірхгофа мо-

жемо записати 

 

u = ur + u + uС. = ∫++= idt
Cdt

di
Lriu

1
, (7.9) 
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де i –  струм перехідного режиму, який далі будемо називати пе-

рехідним струмом або просто струмом, А. 

 

 

  

  

 

 

    

  

  

  

  

Перехідним режимом   ббууддееммоо   ннааззииввааттии   ссттаанн  ккооллаа,,  яяккиийй  

ббууддее  ссппооссттееррііггааттииссяя  вв  ннььооммуу  ппррооттяяггоомм  ддееяяккооггоо  ((ттееооррееттииччнноо  ннее--

ссккііннччеенннноо  ввееллииккооггоо))  ччаассуу  ппіісслляя  ккооммууттааццііїї ..   

Коли настає примусовий режим, рівняння (6.9) приймає вигляд 

 

∫++= dti
Cdt

di
Lriu пр

пр
пр

1
, (7.10) 

 

де  iпр  – струм примусового режиму або просто примусовий 

струм, А. 

ППррииммууссооввиимм  рреежжииммоомм будемо називати стан кола, коли з 

перехідним режимом можна не рахуватись. Примусовий режим, 

який створюється вільною складовою періодичної напруги, інколи на-

зивають ууссттааллеенниимм  рреежжииммоомм. 

Рисунок 7.3 –  Розрахункова схема послідовно з’єднаних  

активного опору, індуктивності і ємності 

i 

~~u 

L 

ur 

r 

uL 

C 

uC 
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Віднімаючи почленно рівняння (7.9) і (7.10) та знаючи, що 

 

впр iii =− , (7.11) 

 

одержимо 

 

∫++= dti
Cdt

di
Lri в

в

в

1
0 , (7.12) 

 

або 

 

вCвLвr uuu ++=0 . (7.13) 

  

РРіі ззннииццяя   ссттрр уумміівв   іі   ннааппрруугг   ппеерреехх ііддннооггоо   іі   ппррииммууссооввооггоо   

рреежжиимміівв   ннааззииввааєєттььссяя   вв ііддппооввіідднноо   ссттррууммоомм  іі   ннааппррууггооюю  ввіілльь--

ннооггоо   рреежжииммуу   ааббоо   ппррооссттоо   ввііллььннииммии  ссттррууммоомм  іі   ннааппррууггооюю ..   

Відповідно до рівняння (7.11) процес, який проходить у колі, 

можна розглядати як такий, що складається з накладених один на ін-

ший процесів – ппррииммуусовооггоо, який наступив як би відразу, та вв іілльь--

ннооггоо, який має місце тільки протягом перехідного режиму. 

Звичайно, фізично існує тільки перехідний струм або напруга, а 

розкладання їх на примусову і вільну складові – це усього лише зруч-

ний спосіб, який полегшує розрахунки перехідних процесів у лінійних 

колах. 

Розкладання перехідних струмів і напруг відповідає правилу рі-

шення лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь, відповідно до 

якого загальне рішення таких рівнянь дорівнює сумі часткового рі-
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шення неоднорідного рівняння і загального рішення однорідного рів-

няння. 

Дійсно, рівняння (7.12) показує, що вільний струм являє собою 

загальне рішення однорідного диференціального рівняння і повинний 

мати постійні інтегрування, кількість яких дорівнює порядку дифере-

нціального рівняння.  

У свою чергу рівняння (7.10) показує, що примусовий струм яв-

ляє собою відповідне часткове рішення неоднорідного диференціаль-

ного рівняння. 

ККллаассииччнниийй  ммееттоодд  ддоосслліідджжеенннняя  ппееррееххіідднниихх  ппррооццеессіівв зводить-

ся до інтегрування диференціальних рівнянь, які пов'язують напруги і 

струми кола в перехідному процесі. В результаті інтегрування з'явля-

ються постійні, які знаходяться з початкових умов. 

Незалежні початкові умови виходять із законів комутації, зале-

жні – з незалежних початкових умов і значень ЕРС за допомогою 

першого і другого законів Кірхгофа. 

 

1166 ..44 ..   ППііддккллююччеенннняя  ккооттуушшккии  ддоо   дджжееррееллаа   ппоосстт ііййнноо її   

ЕЕРРСС  

 

Дослідимо перехідний процес ппііддккллююччеенннняя  ккооттуушшккии  ддоо  дджжееррееллаа  

ппооссттііййннооїї  ЕЕРРСС, розрахункова схема якого показана на рисунку 7.4. 

У післякомутаційний період у відповідності з другим законом 

Кірхгофа можемо записати 

 

  

  

  

               Eri
dt

di
L =+ , (7.14) 
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або 

 

                
r

E
i

dt

di
=+τ , (7.15) 

  

де 

 

                  
r

L
=τ . (7.16) 

 

Рівняння (7.15) являє собою звичайне лінійне неоднорідне ди-

ференціальне рівняння першого порядку з постійними коефіцієнтами. 

Складаємо характеристичне рівняння 

 

01 =+⋅ pτ , (7.17) 

 

звідки знаходимо корінь 

 

τ
1

−=p . (7.18) 

Рисунок 7.4 – Розрахункова схема  перехідного процесу 

пп ііддккллююччеенннняя   ккооттуушшккии  ддоо   дджжееррееллаа   ппоосстт ііййннооїї   ЕЕРРСС 

ЕЕ 

L i 

ur 

r 

uL 
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Перехідний струм дорівнює сумі примусового і вільного струмів 

 

впр iii += . (7.19) 

 

Оскільки характеристичне рівняння має один корінь, то вільний 

струм можна виразити так 

 

τ
t

pt
св AeAei

−
== , (7.20) 

 

де А – постійна інтегрування струму, А. 

Примусовий струм після комутації 

 

r

E
iпр = , (7.21) 

 

тому рівняння перехідного струму в колі у загальному вигляді 

 

τ
t

Ae
r

E
i

−
+= . (7.22) 

 

Для розрахунку постійної інтегрування А знайдемо початкові 

умови: відповідно до першого закону комутації на ділянці кола з інду-

ктивністю струм не може змінюватися стрибком, тому в момент кому-

тації при t = 0, i(0) = 0 рівняння (7.22) запишеться так 
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A
r

E
+=0 , (7.23) 

 

звідки постійна інтегрування струму 

 

r

E
A −= , (7.24) 

 

тобто вільна складова струму 

 

τ
t

e
r

E
iв

−

−= . (7.25) 

 

Підставляємо значення постійної інтегрування в рівняння (22) 

одержуємо рівняння перехідного струму, будуємо графіки примусо-

вої, вільної складових і перехідного струму в часі (рисунок 7.5) 

 














−=

−
τ
t

пр eii 1 . (7.26) 

 

У рівнянні перехідного процесу величина ττ називається постій-

ною часу кола. Вона характеризує швидкість перехідного процесу в 

електричному колі 

 

[ ] с
Ом

сОм

Ом

Гн
=

⋅
==τ .  
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Після визначення струму легко знайти напруги на активному 

опорі та індуктивності 

 














−=

−
τ
t

r eEu 1 ; (7.27) 

 

τ
t

L Eeu
−

= . (7.28) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ЗЗ   рр ііввнняянннняя   ((77 ..2288))   ввиидднноо ,,   щщоо  ннааппррууггаа   ннаа   ііннддууккттииввнноосстт іі   

ззммііннююєєттььссяя   ссттррииббккоомм  вв іідд   ннуулляя   ддоо   ззннааччеенннняя   ЕЕРРСС  дджжееррееллаа ..   

ЕЕРРСС  ссааммооііннддууккцціі її   ппррооттииддіі єє   ззррооссттааннннюю  ссттрр ууммуу..   

i 
iпр 

iв 

i 

t 

0 

Рисунок 7.5 – Графіки примусової, вільної складових  

і перехідного струму в часі 
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З рівняння (27) видно, що напруга на активному опорі зростає 

плавно від нуля до значення ЕРС джерела в примусовому режимі.  

Енергія, яку одержує коло, частково йде на створення енергії 

магнітного поля, а частково перетворюється в теплоту на активному 

опорі. 

За час перехідного періоду в магнітному полі котушки накопи-

читься енергія 

 

2

2
пр

L

Li
W = . (7.29) 

 

1166 ..55 ..   ККооррооттккее   ззааммииккаанннняя  ккооттуушшккии  

  

Нехай у колі, розрахункова схема якого приведена на рисунку 6, 

ключ був у положенні 1 і джерело було підключено досить довго, тоб-

то наступив усталений режим. Якщо в деякий момент часу (t = 0) 

ключ миттєво (без розриву кола котушки) переключити в положення 

2, то буде мати місце коротке замикання котушки. 

Знайдемо закон зміни струму в колі. Для післякомутаційної 

схеми за другим законом Кірхгофа можемо записати 

 

0=+ ri
dt

di
L , (7.30) 

 

або 

0=+ i
dt

di
τ . (7.31) 
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Рівняння (7.31) являє собою однорідне диференціальне рівнян-

ня, рішення якого дає вільний струм. Таким чином, у даному випадку 

перехідний струм не буде містити примусової складової, тобто i = iв, 

оскільки iпр = 0. 

Після рішення рівняння одержимо характеристичне рівняння, ко-

рінь характеристичного рівняння та рівняння струму у загальному ви-

гляді 

 

01=+pτ ; 
τ
1

−=p ; τ
t

Aei
−

= . (7.32) 

 

Знайдемо постійну інтегрування з початкових умов: відповідно 

до першого закону комутації на ділянці кола з індуктивністю струм не 

може змінюватися стрибком, тому в момент комутації при t = 0  

i(0) = 
r

E
 і рівнянь (7.32) запишеться так 

 

Рисунок 7.6 – Розрахункова схема  перехідного процесу 

ккооррооттккооггоо   ззааммииккаанннняя   ккооттуушшккии 
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A
r

E
= . (7.33) 

  

ООссттааттооччнноо   ооддеерржжииммоо  рр ііввнняянннняя   ппеерреехх ііддннооггоо   ссттррууммуу  ппррии  

ккооррооттккооммуу  ззааммииккаанннніі   ккооттуушшккии  

  

τ
t

eIi
−

= 0 , (7.34) 

 

де постійна інтегрування струму 

 

r

E
I =0 . (7.35) 

 

Покажемо перехідний струм на графіку (рисунок 7). 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

ППіісслляя   ввииззннааччеенннняя   рр ііввнняянннняя  ппеерреехх ііддннооггоо   ссттррууммуу  

ллееггккоо   ззннааййттии   рр ііввнняянннняя   ппеерреехх ііддннооїї   ннааппррууггуу  ннаа   ааккттииввннооммуу  

ооппоорріі   ттаа   ііннддууккттииввнноосстт іі   ккооттуушшккии  

Рисунок 7.7 – Графік перехідного струму при короткому 

замиканні котушки 

i 
I0 

t 

0 

i 
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τ
t

r Eeu
−

= ; (7.36) 

  

τ
t

L Eeu
−

−= . (7.37) 

 

З рівняння (7.37) видно, що напруга на індуктивності та ЕРС са-

моіндукції в момент комутації змінюються стрибком. ЕСР самоіндук-

ції підтримує протікання струму у колі в попередньому напрямку. 

Початковий запас енергії магнітного поля котушки дорівнює 

 

2

22
0

22 r

LELI
WL == . (7.38) 

  

ЕЕннеерргг ііяя ,,   щщоо  ввииддіілляяєєттььссяя   вв   ааккттииввннооммуу  ооппоорріі   ззаа   ччаасс   

ппеерреехх ііддннооггоо   ппррооццеессуу  ддоорр ііввннююєє  

  

2

2

0

2

0

2

0

2

22

2

r

LE

r

E
dte

r

E
dtriW rr =−===

∞∞
−

∞

∫∫
τ

. (7.39) 

 

Таким чином, енергія, що виділяється в активному опорі котуш-

ки Wr при перехідному процесі і енергія магнітного поля котушки WL 

рівня, тобто при перехідному процесі в колі вся енергія магнітного 

поля виділяється в активному опорі r у вигляді теплоти. 

 

Список літератури 

[1: с.193-204];  [2: с.327-334]. 
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ЛЕКЦІЯ 8 

 

1166 ..66 ..   ЗЗаарряядджжеенннняя  ккооннддееннссааттоорраа   ччеерреезз   ррееззииссттоорр  

 

Розглянемо розрахункову схему послідовного з'єднання активно-

го опору і ємності ідеального конденсатора в колі з постійною ЕРС 

(рисунок 8.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Знайдемо закон зміни напруги на ємності. Запишемо для кола 

після комутації рівняння за другим законом Кірхгофа 

 

Euu Cr =+ . (8.1) 

Рисунок 8.1 – Розрахункова схема перехідного процесу  

в колі  з постійною ЕРС у при зарядженні конденсатора  

через резистор  

ЕЕ 

i 

ur 

C uC 
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Враховуючи, що напруга на активному опорі дорівнює 

dt

du

dt

du
rCriu CC

r τ=== , (8.2) 

 

де τ = r · С  – постійна часу кола, с; 

одержимо диференціальне рівняння напруги для кола після комутації 
 

Eu
dt

du
C

C =+τ . (8.3) 

 

Перехідна напруга на конденсаторі 

 

CвCпрC uuu += . (8.4) 
 

Примусова складова напруги на ємності 

EuCпр = . (8.5) 
 

Характеристичне рівняння і корінь рівняння 

 

01 =+⋅ pτ ; 
τ
1

−=p ; (8.6) 

 

Знаходимо вільну напругу на ємності 

 

τ
t

AeuCв

−
= . (8.7) 

 

Таким чином, загальне рішення рівняння перехідної напруги на 

ємності 
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τ
t

AeEuC

−

+= . (8.8) 

 
Знаходимо постійну інтегрування перехідної напруги на ємності 

з початкових умов: у момент комутації відповідно до другого закону 

комутації, напруга на ємності конденсатора дорівнює нулю, тобто при 

t = 0 uС(0) = 0, таким чином, рівняння (8.8) для цього моменту часу  

 

З (8.9) постійна інтегрування напруги на ємності конденсатора 
 

EA −= ; (8.10) 

 

 Закон зміни перехідної напруги на ємності після комутації 

 














−=

−
τ
t

C eEu 1 . (8.11) 

 

Покажемо перехідну напругу на ємності на графіку (рисунок 

8.2). 

Отримаємо рівняння перехідного струму при зарядженні кон-

денсатора через резистор в колі з постійною ЕРС 

 

τττ
τ

ttt

C e
r

E
e

CE
eE

dt

d
C

dt

du
Ci

−−−
==




























−== 1 . (8.12) 

 

AE +=0 , (8.9) 
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З рівняння (8.12) видно, що в момент комутації струм в колі змі-

нюється стрибком від нуля до значення 
r

E
 і потім поступово зменшу-

ється. 

Рівняння перехідної напруги на активному опорі згідно (8.12) 

 

τ
t

Eeriur

−

== . (8.13) 

 
Так само як і струм, напруга на активному опорі теж змінюється 

стрибком від нуля до значення Е, а потім поступово зменшується. 

Розглянемо енергетичний бік процесу заряду конденсатора. 

Енергія, що надходить від джерела, накопичується на конденсаторі і 

витрачається на нагрів резистора 

 

Рисунок 8.2 – Графік перехідної напруги на ємності при  

зарядженні конденсатора через резистор в колі 

з постійною ЕРС  

u 

Е 

t 

0 

uC 
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( ) ∫∫∫∫
∞∞∞∞

+=+=
00

2

00
CCCr duCudtridtiuiuEidt  (8.14) 

 

або 

 

2

2

0

22

0

CE
dtriCECduE C +== ∫∫

∞∞
, (8.15) 

 
тобто з (8.15) 
 

2

2

0

2 CE
dtri =∫

∞
. (8.16) 

 
Таким чином, при будь-яких значеннях r і С половина енергії, 

отриманої від джерела за час перехідного періоду, перейде в теплоту 

на активному опорі, а друга половина накопичиться в електричному 

полі конденсатора. 

 

1166 ..77 ..   РРооззрряядджжеенннняя  ккооннддееннссааттоорраа   ччеерреезз   ррееззииссттоорр  

 

Нехай тепер конденсатор, заряджений до напруги Е, у момент 

комутації замикається на активний опір (рисунок 8.3).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рисунок 8.3 – Розрахункова схема перехідного процесу при  

розрядженні конденсатора через резистор  
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Знайдемо закон зміни напруги на ємності конденсаторі в після-

комутаційний період.  

Для післякомутаційного кола справедливі рівняння згідно з дру-

гим законом Кірхгофа 

 

0=+=+=+=+ C

C

C

C

CCr u
dt

du
u

dt

du
rCuriuu τ ; (8.17) 

  

УУ  ддааннооммуу  ввииппааддккуу  ппеерреехх ііддннаа  ннааппррууггаа   ннаа   єєммнноосстт іі   ккоонн--

ддееннссааттоорраа   ннее   ммааєє   ппррииммууссооввоо її   ссккллаадд ооввоо її ,,   ттооббттоо   0=Cпрu ..   

ООддеерржжииммоо   ххааррааккттееррииссттииччннее   рр ііввнняянннняя   іі   ккоорр іінньь   ххааррааккттее--

ррииссттииччннооггоо   рр ііввнняянннняя   ддлляя   ккооллаа   пп іі сслляя   ккооммууттаацціі її   

  

 

Рівняння вільної складової напруги на ємності аналогічно (8.7). 

Знайдемо постійну інтегрування напруги на ємності з початко-

вих умов: у момент комутації за другим законом комутації напруга на 

ємності дорівнює Е, тобто при t = 0 u(0) = Е і тоді  

 

AE = , (8.19) 

 

Рівняння перехідної напруги на ємності при розрядженні кон-

денсатора через резистор 

 

τ
t

EeuC

−
= . (8.20) 

 

Графік перехідної напруги на ємності при розрядженні конден-

сатора через резистор буде наступним (рисунок 8.4) 

01 =+⋅ pτ ; 
τ
1

−=p ; (8.18) 
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Знайдемо рівняння перехідного струму у колі при розрядженні 

конденсатора через резистор 

 

τττ
τ

ttt

C e
r

E
e

CE
Ee

dt

d
C

dt

du
Ci

−−−
−=−=== . (8.21) 

 

Рівняння напруги на активному опорі 

 

τ
t

Eeu r

−
−= . (8.22) 

  

ЗЗ   ееннееррггееттииччннооїї   ттооччккии   ззоорр уу    

22

2

0

2

0

22

0

2
2

CE
e

r

E
dte

r

E
dtri

tt

=−==

∞
−

∞
−

∞

∫∫ τττ
. (8.23) 

 

 Енергія, накопичена у конденсаторі, витрачається на тепло в ре-

зисторі. 

 

 

Список літератури 

[1: с.201-203]; [2: с.443-449]. 

Рисунок 8.4 – Графік напруги на ємності иС=f(t) 
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ЛЕКЦІЯ 9 

 

1166 ..88 ..   ППеерреехх іідднниийй  ппррооццеесс   уу   ккоолліі   зз   ппооссллііддооввнноо     

зз '' єєддннааннииммии  ккооттуушшккооюю  іі   ккооннддееннссааттоорроомм  

  

РРооззгглляяннееммоо   ввииппааддоокк   ввккллююччеенннняя   ппооссллііддооввнноо   зз '' єєддннаанниихх  

ккооттуушшккии  іі   ккооннддееннссааттоорраа   ппррии   ппоосстт ііййнніійй   ннааппрруузз іі   дджжееррееллаа   жжиивв--

ллеенннняя   ((ррииссуунноокк   99 ..11)) ..   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

Для післякомутаційної режиму справедливе рівняння 

 

Eidt
C

ri
dt

di
Luuu CrL =++=++ ∫

1
. (9.1) 

 

Рисунок 9.1 – Розрахункова схема включення послідовно 

з'єднаних котушки і конденсатора на постійну напругу 

джерела живлення 
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Якщо продиференціювати обидві  частини рівняння (9.1), то 

одержимо диференціальне рівняння другого порядку 

 

02 2
0

2

=++ i
dt

di

dt

id
ωα  (9.2) 

 

де прийняті наступні позначення 

 

L

r
=α2 ; 

LC

12
0 =ω . (9.3) 

  

РРііввнняянннняя   ((99 ..33))   оодднноорр ііддннее ,,   аа   ццее   ззннааччииттьь ,,   щщоо  ссттрр уумм  уу   

ддааннооммуу  ккоолліі   ммааєє   тт ііллььккии   вв ііллььннуу  ссккллааддооввуу..   

ППррииййммееммоо ,,   щщоо  p
dt

di
= ,,   зз   ((99 ..22))   ооттррииммааєєммоо   ххааррааккттее--

ррииссттииччннее   рр ііввнняянннняя ::   

  

02 2
0

2 =++ ωαpp , (9.4) 

 

ООссккііллььккии   ххааррааккттееррииссттииччннее   рр ііввнняянннняя   ддррууггооггоо   ппоо--

рряяддккуу,,   ттооддіі   вв ііллььнниийй  ссттрруумм  ммааєє   ддввіі   ппоосстт ііййнніі   ііннттееггрруувваанннняя  

АА11   іі     АА22   ,,   ддвваа   ккоорр еенніі   ххааррааккттееррииссттииччннооггоо   рр ііввнняянннняя   рр 11   іі   рр 22     

  

  

  

  

  

РРііввнняянннняя   вв ііллььннооггоо   ссттрр ууммуу  уу   ззааггааллььннооммуу  ввиигглляядд іі     

2
0

2
2,1 ωαα −±−=p . (9.5) 
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ддее   АА11   іі   АА22   ––   ппоосстт ііййнніі   ііннттееггрруувваанннняя   ссттрр ууммуу,,   АА;;   

        рр 11   іі   рр 22   ––   ккоорреенніі   ххааррааккттееррииссттииччннооггоо   рр ііввнняянннняя ,,   11 // сс ..   

ТТааккиимм  ччиинноомм,,   ххааррааккттеерр   вв ііллььннооггоо   ппррооццеессуу  ззааллеежжииттьь   вв іідд   

ппааррааммееттрр іівв   ккооттуушшккии  іі   ккооннддееннссааттоорраа   ((LL ,,   rr ,,   CC )) ,,   ттооббттоо   вв іідд   ккооррее--

нн іівв   ххааррааккттееррииссттииччннооггоо   рр ііввнняянннняя   іі   ззннааккаа   ддииссккррииммііннааннттуу,,   яяккиийй  

ввииззннааччааєє ,,   бб уудд ууттьь   ккоорреенніі   дд ііййссннииммии  ((DD>>00))   ааббоо   ккооммппллееккссннииммии  

((DD<<00)) ..   ММоожжллииввіі   ттррии   ввииппааддккии   ррооззввииттккуу  ппеерреехх ііддннооггоо   ппррооццеессуу..   

ППеерршшиийй   ввииппааддоокк. Якщо α > ω0, D>0, тоді співвідношення па-

раметрів кола 

 

L

r

2
 > 

LC

1
    →    r > 

C

L
2  , (9.7) 

 

тоді корені p1 і p2 дійсні, негативні та різні. При цьому загальне 

рішення рівняння перехідного струму (9.8) запишеться  

 

tptp

прсвпр eAeAiiii 21
21 ++=+=  (9.8) 

 

Примусовий струм іпр = 0, оскільки в колі постійного струму у 

примусовому режимі хС
(0)= 0. 

Постійні інтегрування знаходяться з початкових умов Незалежні 

початкові умови, згідно законів комутації, у момент комутації t = 0  

tptp

в eAeAi 21
21 += . (9.6) 
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i(0) = 0 і иС(0) = 0. Залежні початкові умови знайдемо з рівняння для 

кола згідно другого закону Кірхгофа  при t = 0  

 

EuuuirE LCL =⇒++⋅= )0()0()0()0(  (9.9) 

 

Для знаходження постійних інтегрування струму А1 і А2 складе-

мо систему рівнянь: перехідного струму і та першої похідної струму іʹ  

 

tptp
eAeAi 21

210 ++= ; 

tptp
eApeApi 21

2211 +⋅=′ . 
(9.10) 

 

Перша похідна з урахуванням початкових умов, оскільки 

 

L

E

L

u
iiL

dt

di
Lu L

L ==′⇒′⋅=⋅=
)0(

)0( . 

 

(9.11) 

 

Система рівнянь (9.10) з урахуванням початкових умов і першої 

похідної струму при t = 0 має вигляд 

 

21210 AAAA =−⇒+=  

)( 21112112211 ppAApAp
L

E
ApAp

L

E
−=−⋅=⇒+⋅= . 

(9.12) 

 

З (9.12) маємо 
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.
)( 21

21
ppL

E
AA

−
=−=  (9.13) 

 

Рівняння перехідного струму 

 

).(
)(

21

21

tptp
ee

ppL

E
i

⋅⋅ −
−

=  (9.14) 

 

Побудуємо графік перехідного струму (рисунок 9.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

З графіку слідує, що перехідний струм в колі не змінює напрям і 

у колі йде накопичення зарядів на конденсаторі - це аперіодичний 

процес. 

Рисунок 2 – Графік перехідного струму при заряді 

конденсатора, якщо D>0  
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ДДррууггиийй   ввииппааддоокк. Якщо α < ω0, r = 
C

L
2  , то D = 0, корені ха-

рактеристичного рівняння комплексно-спряжені 

 

ωααωα jp ±−=−±−= 22
02,1 , (9.15) 

 

де ω – частота вільних затухаючих коливань, рад/с. Визначається як 

 

22
0 αωω −= . (9.16) 

 

Загальний вигляд рівняння перехідного струму аналогічний 

(9.8). Постійні інтегрування А1 і А2 

 

.21
L

E
AA

ω
=−= , (9.17) 

 
Підставляючи значення коренів, постійних інтегрування у (9.8), 

знаходимо рівняння перехідного струму 

 

)()()( tjtjttjtj eee
L

E
e

L

E
e

L

E
i ωωαωαωα

ωωω
−−−−+− −⋅=−= . (9.18) 

 
або 
 

te
L

E
i t ω

ω
α sin⋅= −

. (9.19) 
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На рисунку 9.3 показаний графік перехідного струму в цьому 

випадку. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

З графіку слідує, що перехідний струм в колі змінює напрям 

впродовж накопичення зарядів на конденсаторі - це періодичний про-

цес. 

ТТррееттіійй   ввииппааддоокк. Якщо α = ω0, r = 
C

L
2  , то D = 0, корені p1,2 = 

– α , однакові, дійсні, негативні, заряд гранично аперіодичний. 

ЗЗааггааллььннее   рр іішшеенннняя   рр ііввнняянннняя   ((99 ..1199))   уу   ццььоомм уу  ввииппааддкк уу  

ммааєє   ддрр іібб   

  

0

0sin
→

ω
ω t

. (9.20) 

Рисунок 9.3 – Графік перехідного струму при заряді 

конденсатора, якщо D<0 
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Виникає математична невизначеність, для розкриття якої по 

правилу Лопіталя продифиренціюємо чисельник і знаменник за ω. 

  

0
1

cossin

0

=
⋅

=
′










→

ttt ω
ω

ω

ω

. (9.21) 

  

РР ііввнняянннняя   ппеерреехх ііддннооггоо   ссттрр уумм уу  уу   ццььоомм уу  ввииппааддкк уу  ннаа--

ссттууппннее   

  

( ) tetAAi α−+= 21 . (9.22) 

 

Форма кривої струму така ж, як і в першому випадку. 

В усіх трьох розглянутих випадках під дією джерела постійної 

ЕРС відбувається заряджання конденсатора. У першому і третьому 

випадках зарядний струм не змінює свого напрямку, що характеризує 

аперіодичний процес. В другому випадку струм являє собою затухаю-

чу синусоїду, що характеризує коливальний процес. Коливання в кон-

турі виникають внаслідок періодичного взаємного перетворення енер-

гії електричного поля, яка накопичується в конденсаторі, та магнітно-

го поля котушки. 

Наявність активного опору в колі приводить до затухання коли-

вань внаслідок розсіювання енергії в активному опорі. Характер про-

цесу залежить від коренів характеристичного рівняння, які, у свою 

чергу, визначаються співвідношенням параметрів елементів кола. 
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1166 ..99 ..   РРооззрряяддккаа   ккооннддееннссааттоорраа   ннаа   ккооттуушшккуу  

 

Нехай тепер заряджений до значення Е конденсатор у момент 

часу t = 0 підключається до затисків котушки (рисунок 9.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для післякомутаційної схеми справедливе рівняння 

 

0
1

=++=++ ∫ idt
C

ri
dt

di
Luuu CrL . (9.23) 

 

Характеристичне рівняння (4). В залежності від коренів харак-

теристичного рівняння можливий аперіодичний і періодичний розряд 

конденсатора на котушку. 

ППеерршшиийй   ввииппааддоокк. Якщо α > ω0, D>0, тоді r > 
C

L
2  тоді корені 

p1 і p2 дійсні, негативні та різні.  

Рисунок 9.4 – Розрахункова схема послідовно з'єднаних котуш-

ки і конденсатора при розряді конденсатора на котушку 
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Знайдемо рівняння перехідної напруги на ємності иС і перехід-

ного струму і. Примусовий струм іпр = 0. Примусова напруга на ємно-

сті иСпр = 0. 

Загальне рішення рівняння перехідного струму (98). У загаль-

ному вигляді рівняння перехідної напруги на ємності иС 

 

tptp

C eAeAu 21
210 ++= . (9.24) 

 

Постійні інтегрування знаходяться з початкових умов Незалежні 

початкові умови, згідно законів комутації, у момент комутації при t = 

0 i(0) = 0, оскільки  хС
(0)= 0, а иС(0) = Е.  

Для знаходження постійних інтегрування струму А1 і А2 складе-

мо систему рівнянь: перехідної напруги иС  та першої похідної иСʹ  

 

tptp

C eAeAu 21
210 ++= ; 

     
tptp

C eApeApu 21
2211 +⋅=′ . 

(9.25) 

 

Перша похідна з урахуванням початкових умов, оскільки 

 

0
)0(

)0( ==′⇒′⋅=⋅=
C

i
uuC

dt

du
Ci CC

C
. 

 

(9.26) 

 

Визначимо постійні інтегрування напруги на ємності А1 і А2  

 

12

2
1

pp

Ep
A

−
= ,      

12

1
2

pp

Ep
A

−
−

= . (9.27) 
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Рівняння перехідної напруги на ємності 

 

).( 21
12

12

tptp

C epep
pp

E
u

⋅⋅ −
−

=  (9.28) 

 

Побудуємо графік перехідної напруги на ємності (рисунок 9.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рівняння перехідного струму в колі  

 

).( 21

12

.21 tptp
ee

pp

EppC
i

⋅⋅ −
−

⋅⋅⋅
=  (9.29) 

 

З графіку слідує, що перехідна напруга на ємності при розряді 

не перетинає вісь часу - це аперіодичний процес. 

Рисунок 9.5 – Графік перехідної напруги на ємності 

при розряді конденсатора, якщо D>0  
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ДДррууггиийй   ввииппааддоокк. Якщо α < ω0, r = 
C

L
2  , то D = 0, корені ха-

рактеристичного рівняння комплексно-спряжені (9.15). 

 

CL

E
AA

⋅⋅
=−=

ω
21 . (9.30) 

 

Рівняння перехідної напруги на ємності 

 

.cos0 te
E

u t

C ω
ω
ω α ⋅⋅= −

 (9.31) 

 
На рисунку 9.6 показаний графік перехідного процесу в цьому 

випадку.  

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 6 – Графік перехідної напруги на ємності при 

розряді конденсатора, якщо D<0 
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З графіку слідує, що конденсатор при розрядці обмінюється 

енергією з котушкою - це періодичний процес.  

Коливальний процес при розрядці конденсатора на котушку ха-

рактеризується періодом власних коливань 

 

22
0

22

αω

π
ω
π

−
==T . (9.32) 

 

Якщо втрати енергії в контурі відсутні (r = 0, α = 0), то  

 

LCT π
ω
π

2
2

0

== . (9.33) 

 

Таким чином, LC-контур, у якому будь-яким способом компен-

суються втрати енергії, може служити генератором незатухаючих га-

рмонічних коливань. 

ТТррееттіійй   ввииппааддоокк. Якщо α = ω0, r = 
C

L
2  , то D = 0, корені  

p1,2 = – α , однакові, дійсні, негативні. 

Рівняння перехідної напруги на ємності  

 

tt

C etEeptEu αα α −− ⋅+=⋅−= )1()1( . (9.34) 

 

 Розряд конденсатора на котушку гранично аперіодичний. 

 

Список літератури 

[1: с.204-207]; [2: с.252-254]; [5: с.450-454]. 
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ЛЕКЦІЯ 10 

 

1166 ..1100 ..   ВВккллююччеенннняя  ккооттуушшккии  ппррии  ссииннууссоо їїдднніійй  ннааппрруузз іі   

 

Нехай котушка індуктивності підключається до джерела гармо-

нійної ЕРС з рівнянням (рисунок 10.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )em tEe ψω += sin . (10.1) 

  

ДДлляя   ццььооггоо   ккооллаа   вв   пп іі сслляяккооммууттааццііййнниийй  ппеерр ііоодд   ссппррааввееддллииввіі   

рр ііввнняянннняя   

  

eri
dt

di
L =+  (10.2) 

 
або 

 

( )i

m t
r

E
i

dt

di
ψωτ +=+ sin , (10.3) 

Рисунок 10.1 – Розрахункова схема підключення котушки  

до джерела синусоїдної напруги 
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де τ – постійна часу перехідного процесу 

 

r

L
=τ . (10.4) 

  
ВВ  ззааггааллььннооммуу  ввиигглляядд іі   рр ііввнняянннняя  ппеерреехх ііддннооггоо   ссттррууммуу  ммоо--

жжннаа   ззааппииссааттии   уу   ввиигглляядд іі   ссууммии   вв ііллььннооїї   іі   ппррииммууссооввоо її   ссккллааддооввиихх   

  

свпр iii += . (10.5) 
 
Примусовий (сталий) струм у колі 
 

( )ϕψω −+= emпр tIi sin , (10.6) 
 

де Im – максимальний струм, А. Визначимо як 
 

z

E
I m

m = . (10.7) 

 
Повний опір електричного кола в перехідному режимі 
 

( )22 Lrz ω+= . (10.8) 

 
Кут зсуву фаз між напругою і струмом кола в перехідному ре-

жимі 

 

r

Lω
ϕ arctg= . (10.9) 

 

Вільна складова струму змінюється за експонентою τ
t

Aeiв

−

= . 
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Рівняння  перехідного струму у загальному вигляді з урахуван-

ням примусової складової струму 

 

( ) τϕψω
t

AetIi em

−
+−+= sin . (10.10) 

 

Знаходимо постійну інтегрування перехідного струму з почат-

кових умов: t = 0 i(0) = 0, тому 

 

( )ϕψ −−= emIA sin . (10.11) 

  

ООссттааттооччнноо   ооддеерржжииммоо   рр ііввнняянннняя   ппеерреехх ііддннооггоо   ссттррууммуу  уу   

ккоолліі   

  

( ) ( ) τϕψϕψω
t

eItIi emem

−
−−−+= sinsin . (10.12) 

 

Максимально можливого значення струм досягає, якщо в мо-

мент включення котушки примусовий струм буде мати амплітудне 

значення при початковій фазі 






 =−=
2

π
ϕψψ ei , а постійна часу кола 

буде дуже великою (r ≈ 0, τ → ∞ і φ = 
2
π

), тобто вільний струм буде 

затухати дуже повільно (рисунок 10.2). 
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За цих умов ϕψ =  і прикладена напруга буде проходити через 

нуль. У цьому випадку амплітуда перехідного струму може досягти 

подвоєного значення амплітуди примусового (усталеного) струму. 

 

1166 ..1111 ..   ВВккллююччеенннняя  ппооссллііддооввнноо   зз '' єєддннаанниихх   ррееззииссттоорраа   іі     

ккооннддееннссааттоорраа   ппррии  ссииннууссоо їїдднніійй  ннааппрруузз іі   

 

ННееххаайй   ппооссллііддооввнноо   зз '' єєддннаанніі   ррееззииссттоорр   іі   ккооннддееннссааттоорр  пп іідд--

ккллююччааююттььссяя   ддоо   дд жжееррееллаа   ссииннууссоо їїддннооїї   ЕЕРРСС  ((ррииссуунноокк   1100 ..33)) ,,   щщоо  

ммааєє   ммииттттєєввее   рр ііввнняянннняя     

  

Рисунок 10.2 – Графіки примусової, вільної і перехідного 

струму при його початкові фазі 
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( )em tEe ψω += sin . (10.13) 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

Для цього кола справедливе рівняння за другим законом Кірх-
гофа 

 

eidt
C

ri =+ ∫
1

. (10.14) 

 

Струм у колі 

 

dt

du
Ci C= , (10.15) 

 
тоді 

 

Рисунок 3 – Розрахункова схема послідовно з'єднаних  

резистора і конденсатор  при підключенні до джерела  

синусоїдної ЕРС 
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eu
dt

du
rC C

C =+  (10.16) 

 
або 

 

eu
dt

du
C

C =+τ , (10.17) 

 

де τ = r · С  – постійна часу кола, с. 

П е р е х і д н а  н а п р у г а  н а  є м н о с т і  
 

CсвCпрC uuu +=  (10.18) 
 
Примусова (усталена) напруга на ємності 

 

( )o90sin −++= ϕψω eCmCпп tUu , (10.19) 

 

оскільки рівняння примусового струму 

 

( )ϕψω ++= tIi mпр sin , (10.20) 

 

де амплітудний струм в колі 

 

z

E
I m

m = . (10.21) 
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Повний опір кола 

 

2
2 1








+=
C

rz
ω . (10.22) 

 

Рівняння вільної складової напруги на ємності 

 

τ
t

AeuCсв

−

= . (10.23) 

 

Для напруги на ємності рівняння у загальному вигляді 

 

( ) τϕψω
t

eCmCп AetUu
−

+−++= o90sin . (10.24) 

 

Знаходимо постійну інтегрування напруги на ємності з початко-

вих умов: t = 0 uС(0) = 0  

 

( )o90sin −+−= ϕψCmUA . (10.25) 

  

Остаточно рівняння перехідної напруги на ємності з урахуван-
ням (10.25) 

  

( ) ( )oo 90sin90sin −+−−++= ϕψϕψω CmCm UtUu . (10.26) 
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Максимально можливого значення напруга на ємності досягає, 

якщо в момент включення кола примусова складова напруги буде ма-

ти амплітудне значення. Це буде мати місце за умови, якщо початкова 

фаза напруги на ємності πϕψψ =+= euc . Крім того, будемо вважати, 

що постійна часу кола має дуже мале значення, оскільки активний 

опір конденсатора r → 0 (рисунок 10.4).  

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

У цьому випадку максимальне значення перехідної напруги на 

ємності може досягати майже подвоєного значення амплітуди приму-

сової складової перехідної напруги на ємності. 

 

Список літератури 

[1: с.208-210]; [2: с.336-338; 342-343]. 

Рисунок 10.4 – Графік примусової, вільної і перехідної напруги  

на ємності, якщо початкова фаза напруги на ємності  
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ЛЕКЦІЯ 11 

 

1166 ..1122 ..   РРооззррааххуунноокк  ппеерреехх ііддннооггоо   ппррооццеессуу   вв     

ррооззггааллуужжееннооммуу  ккоолліі   

 

Нехай задана розрахункова схема (рисунок 11.1) та відомі всі 

параметри і ЕРС. Необхідно знайти струми в розгалуженнях і напруги 

на всіх елементах під час перехідного процесу. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Кожна електрична величина в перехідному процесі буде мати 

примушену і вільну складову, через що розрахунок перехідного про-

цесу в розгалуженому колі зводиться до визначення примушених і ві-

льних складових струмів і напруг, а також постійних інтегрування: 

аа) ввииззннааччеенннняя   вв ііллььнниихх   ссккллааддооввиихх   ссттрр уумміівв   іі   ннааппрр уугг. 

післякомутаційної схеми складаємо рівняння за законами Кірх-

гофа 

Рисунок 1.11 Розрахункова схема розгалуженого кола 
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=−

=++

=−−

∫ .0
1

0

322

12211
1

321

dti
C

ir

Eirir
dt

di
L

iii

 (11.1) 

 

У цих рівняннях i1, i2 і i3 – повні струми. 

Перепишемо систему рівнянь для вільних складових струмів 

 















=−

=++

=−−

∫ .0
1

0

0

322

2211
1

321

dti
C

ir

irir
dt

di
L

iii

вв

вв

в

ввв

 
(11.2) 

 

Вільний струм можна визначити шляхом рішення однорідного 

диференціального рівняння, яке записується у вигляді показової фун-

кції ptAe . Таким чином, кожний вільний струм може бути представ-

лений у вигляді 

 
pt

в Aei = . (11.3) 

 

Постійна інтегрування А для кожного вільного струму різна, а 

показники затухання p однакові для всіх вільних струмів, тому що все 

коло охоплене єдиним перехідним процесом. 
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ВВіі ззььммееммоо   ппоохх ііддннуу  вв іідд   вв іі ллььннооггоо   ссттрр ууммуу  

  

( ) в

ptptв pipAeAe
dt

d

dt

di
=== . (11.4) 

 

Знайдемо інтеграл від вільного струму 

 

p

i

p

Ae
Aedti в

pt
pt

в === ∫∫ . (11.5) 

 

Перепишемо систему рівнянь (11.2) з урахуванням (11.5) і (11.4) 

( )














=−

=++

=−−

.0

0

0

3
22

2211

321

pC

i
ir

irirpL

iii

в

в

вв

ввв

 (6) 

 

Отримана система рівнянь являє собою систему алгебраїчних 

рівнянь відносно i1в, i2в, i3в та не містить похідних і інтегралів. 

Вирішимо систему рівнянь (11.6) методом визначників 

 

∆

∆
= 1

1вi ; 
∆

∆
= 2

2вi ; 
∆

∆
= 3

3вi ; (11.7) 

 

Знаходимо визначник системи 
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( )

pC
r

rrpL

1
0

0

111

2

21

−

+

−−

=∆ . (11.8) 

 

Знаходимо доповнення визначника 

 

pC
r

r

1
0

00

110

2

21

−

−−

=∆ ;  (11.9) 

( )

pC

rpL

1
00

00

101

12

−

+

−

=∆ ; (11.0) 

( )
00

0

011

2

213

r

rrpL +

−

=∆ . (11.11) 

  

 

Таким чином, ∆1 = 0, ∆2 = 0, ∆3 = 0, тому що 
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∆
=

0
1вi ; 

∆
=

0
2вi ; 

∆
=

0
3вi . (11.12) 

 

Кожний з вільних струмів не може дорівнювати нулю, оскільки 

в цьому випадку не будуть виконуватися закони комутації. А це може 

бути тільки тоді, коли визначник системи ∆ дорівнює нулю, тобто  

∆ = 0. 

Рівняння ∆ = 0 називають характеристичним. Єдиним невідо-

мим у ньому є корінь p. У даному прикладі одержимо 

  

( ) 01
12

2 =
+

+++
pC

rpL
rpLr

pC

r
 (11.13) 

 

або 

 

( ) ( ) 02121
2

2 =++++ rrpLCrrLCpr . (11.14) 

 

Корені квадратного рівняння 

 

( ) ( ) ( )
LCr

rrLCrLCrrLCrr
p

2

212
2

2121
2,1 2

4 +−+±+−
= . (11.15) 

  

ЗЗннааййшшооввшшии  ккоорреенніі   ххааррааккттееррииссттииччннооггоо   рр ііввнняянннняя   ссииссттее--

ммии,,   ммоожжннаа   ззааппииссааттии   ззааггааллььнніі   ввииррааззии   ддлляя   ккоожжннооггоо   зз   вв ііллььнниихх   

ссттрр уумміівв ..   ММоожжллии ввіі   ддеекк ііллььккаа   ввииппааддккіівв ::   

1) рівняння має один корінь, тоді 
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pt

в Aei = ; (11.16) 

  

 2) рівняння має два дійсних нерівних корені, тоді 

 

tptp

в eAeAi 21
21 += ; (11.17) 

 

  3) рівняння має два дійсних рівних корені, тоді 

 

( ) pt

в etAAi 21 += ; (11.18) 

 

  4) рівняння має два комплексно-спряжених корені, тоді 

 

( ) pt

в etAtAi ωω sincos 21 += . (11.19) 

  

бб) ззннааххоодджжеенннняя   ппррииммуушшеенниихх   ссккллааддооввиихх   ссттрруумміівв   іі   ннааппрруугг   

ввииккооннууєєттььссяя   вв ііддооммииммии  ммееттооддааммии; 

вв) ззннааххоодджжеенннняя   ззааггааллььннооггоо   рр іішшеенннняя   ддлляя   ссттрруумміівв   іі   ннааппрруугг   

яякк   ссууммии   ппррииммуушшеенниихх   іі   вв ііллььнниихх   ссккллааддооввиихх; 

гг) ззннааххоодджжеенннняя   ппоосстт ііййнниихх   ііннттееггрруувваанннняя   ввииккоонн ууєєттььссяя   зз   

уурраахх уувваанннняямм  ппооччааттккооввиихх   ууммоовв ,,   яякк іі   ппоодд іілляяююттььссяя   ннаа   ннееззааллеежжнніі   

іі   ззааллеежжнніі   ппооччааттккоо ввіі   ууммооввии. 
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1166 ..1133 ..   ППееррееттввоорреенннняя  ЛЛааппллаассаа   

 

Лінійні диференціальні рівняння з постійними коефіцієнтами 

можуть бути розв'язані за допомогою інтегральних перетворень Лап-

ласа. Різним функціям дійсних змінних (часу t) ці перетворення відпо-

відають функції комплексної змінної p = α + jω і навпаки. Комплексну 

змінну слід відрізняти від змінної 
dt

d
p = , яка позначає оператор ди-

ференціювання. Пряме перетворення Лапласа функції часу f(t) визна-

чається співвідношенням 

 

∫
∞

−=
0

)()( dttfepF pt . (11.20) 

 

 Функцію f(t) називають оригіналом, а F(p) – зображенням функ-

ції f(t) за Лапласом. Таким чином, можна записати 

 

 (11.21) 

 

тобто оригінал відповідає зображенню. 

Запишемо деякі зображення, що доводяться в курсі вищої мате-

матики: 

ззооббрраажжеенннняя   ппоосстт ііййннооїї   ввееллииччииннии  

  

 (11.22) 

  

ззооббрраажжеенннняя   ппоохх ііддннооїї   ффууннккцціі її   ff (( tt ))   

  

 (11.23) 

  

A = 
. 
. 

A _ 
p

  

, 

f′(t) = pF(p) – f(0) . 
. 

f(t) = F(p), . 
. 
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ззооббрраажжеенннняя   ііннттееггррааллаа   ффууннккцціі її   ff (( tt ))   

  

 (11.24) 

  

1166 ..1144 ..   ЗЗааккооннии  ООммаа  іі   ККііррххггооффаа  вв   ооппееррааттооррнніійй  ффооррмміі   

 

Нехай коло (рисунок 11.2) підключається до джерела напруги 

при ненульових  початкових умовах, тобто до комутації в колі прохо-

див деякий струм.  

 

 

 

 

 

 

 

Тоді можемо записати i(0) ≠ 0, uC ≠ 0. Складемо диференціальне 

рівняння перехідного процесу 

  

)(
1

tuidt
Cdt

di
Lri =++ ∫ , (11.25) 

 

Замінимо оригінали функцій їх зображеннями за Лапласом (ри-

сунок 11.3)   

 

 

 

 

 

φ(t) = ∫f(t)dt  =  
. 
. 

F(p) 
p

  

. + 
φ(0) 

p

  

. 

L 
i 

ur 

r 

uL ~~u 

C 

uC 

РРииссуунноокк    1111..22    РРооззррааххууннккоовваа  ссххееммаа  ккооллаа   для миттєвих значень 

р

UС )0(
 рL 

r 

UU ((pp ))  

рС

1
 

II ((pp ))  Li(0) 

Рисунок 11.3 – Розрахункова схема в операторній формі 
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(11.26) 

 

Тоді одержимо 

 

)(
)0()(

)0()()( pU
p

u

pC

pI
LippLIprI C =++−+ . (11.27) 

 

Звідки 

 

pC
pLr

p

u
LipU

pI

C

1

)0(
)0()(

)(
++

−+
= . (11.28) 

  

ООттррииммааннее   рр ііввнняянннняя   ппооддііббннее   ззааккооннуу  ООммаа   вв   ооппееррааттоорр нніійй   

ффооррмміі   ддлляя   ппеерреехх ііддннооггоо   ппррооццеессуу  ппррии  ннееннууллььооввиихх   ппооччааттккооввиихх   

ууммоовваахх ..   УУ  ззннааммееннннииккуу  ззннааххооддииттььссяя   ооппееррааттооррнниийй  ооппіірр   

  

pC
pLrpZ

1
)( ++= . (11.29) 

i(t) = I(p) ; 
. 
. u(t) = U(p) ; 

. 
. 

dt

di
= pI(p) – i(0); . 
. 

∫ = )(
1

tuidt
C

C   =  
p

u

p

pI

C
C )0()(1

+ . 
. 
. 
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Він може бути визначений з комплексу повного опору синусої-

дного струму 

 

Cj
LjrZ

ω
ω

1
++=  (11.30) 

 

шляхом заміни jω на p. 

При нульових початкових умовах, тобто при i(0) = 0 і u(0) = 0, 

одержимо 

 

)(

)(
)(

pZ

pU
pI = . (11.31) 

  

ААннааллоогг ііччнноо   ммоожжннаа   ззааппииссааттии   ззааккооннии  ККііррххггооффаа   вв   ооппеерраа--

ттооррнніійй   ффооррмміі   

  

0)(
1

=∑
=

n

k

k pI ; (11.32) 

  

∑∑ =
=

n

i

k

n

k

k pEpU )()(
1

. (11.33) 
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