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Аннотация. Привеäена ìетоäика реøения сëожных вариаöионных заäа÷ ìетоäоì коëëокаöии в сëу÷ае, коãäа уравнение Эйëера при-
воäится к äифференöиаëüныì уравненияì с краевыìи усëовияìи. Реøена заäа÷а по поиску кривых с экстреìаëüныìи характери-
стикаìи.
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Во ìноãих проöессах ìеханизаöии сеëüскоãо хозяй-
ства возникает необхоäиìостü обеспе÷ения заäанноãо
закона переìещения ÷асти÷ки из оäноãо поëожения в
äруãое при опреäеëенных кинеìати÷еских параìетрах
ее äвижения. При этоì работа по переìещениþ иëи вре-
ìя äоëжны бытü ìиниìаëüныìи. Сþäа ìожно отнести,
наприìер, заäа÷у о нахожäении траектории äвижения
уäобрений иëи зерна, при которой буäет собëþäено ус-
ëовие ìаксиìаëüноãо рассеяния ÷асти÷ек в ãоризон-
таëüноì направëении.

Реøение этой заäа÷и иìеет äавнþþ историþ, по-
скоëüку она своäится к построениþ функöионаëа, ко-
торый äаст ìиниìуì вреìени прохожäения ÷асти÷ки,
иëи ìиниìуì энерãии транспортирования. К сожаëе-
ниþ, äо сих пор автораì [1—3 и äр.] не уäаëосü найти
реøение этой заäа÷и в коне÷ноì виäе, в котороì быëи
бы ìаксиìаëüно у÷тены усëовия äвижения ÷асти÷ки и
обеспе÷иваëисü усëовия на ãраниöах. Поэтоìу заäа÷ей
äанноãо иссëеäования быëо нахожäение уравнения тра-
ектории äвижения ÷асти÷ки при обеспе÷ении преäеëü-
ных усëовий.

При провеäении иссëеäований приняты некоторые
преäпоëожения и упрощения: кривая скоëüжения пëо-
ская; ÷асти÷ка уäобрений иëи зерно с÷итается ìатери-
аëüной то÷кой, поэтоìу она ëиøü скоëüзит по кривой
без ка÷ения; аэроäинаìи÷еское сопротивëение поä÷и-
няется кваäрати÷ной зависиìости сиëы сопротивëения
от скорости. В общеì виäе схеìа постановки заäа÷и
преäставëена на рис. 1.

Работа по кривоëинейноìу пути характеризуется

функöионаëоì J = Fds, ãäе F — суììа всех сиë, äей-

ствуþщих на ÷асти÷ку в проöессе ее äвижения по кри-
воëинейной траектории из поëожения O{0, 0} в поëо-

жение A{xk, zk}; ds = =  — äëина äуãи

траектории (с у÷етоì тоãо, ÷то уравнение траектории
äвижения ÷асти÷ки иìеет явный виä: z = f(x)). Запиøеì
уравнение äействуþщих на ÷асти÷ку сиë в проекöиях на
натураëüные оси коорäинат (на касатеëüные к поверх-
ности):

md
2 /dt

2 – Gsinα + Fт + F
v

= 0, (1)

ãäе Fт = f(NG + N
v
) — сиëа трения, обусëовëенная ко-

эффиöиентоì трения f, проекöией сиëы веса на нор-
ìаëü к кривой NG = mgcosα и öентробежной сиëой

N
v

= mr
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d /dt (зäесü r = (1 + )3/2/  — раäиус кри-

визны в äанной то÷ке); F
v

= k(d /dt)2 — сиëа сопро-

тивëения возäуха (зäесü k — коэффиöиент сопротивëе-
ния, [кã/ì]); α = arctg(dz/dx) – arctg(zxy). При÷еì знак

кривизны, от котороãо зависит увеëи÷ение иëи уìенü-
øение суììарной норìаëüной реакöии кривой, опреäе-
ëяется второй произвоäной (т. е. у÷итывается автоìати-
÷ески).

Соãëасно äостато÷ныì усëовияì Эйëера с у÷етоì
уравнений Эйëера—Пуассона (и äëя произвоäных выс-
øих поряäков) и Эйëера—Остроãраäскоãо (äëя функöио-
наëов от ìноãих переìенных) интеãраë äостиãнет ìини-
ìуìа в сëу÷ае, коãäа указанные уравнения äëя поäынте-
ãраëüноãо выражения буäут равны нуëþ. Уравнение
Эйëера—Пуассона—Остроãраäскоãо (поäынтеãраëüное
выражение функöионаëа, обозна÷енное A) в разверну-
тоì виäе ãроìозäко и преäставëяет собой äифференöи-
аëüное уравнение третüеãо поряäка с ÷асти÷ныìи про-
извоäныìи. В иäеаëüноì сëу÷ае еãо нужно приравнятü
к нуëþ и реøитü относитеëüно функöии f = f(x, t), яв-
ный виä которой буäет преäставëятü собой уравнение
искоìой кривой.

К сожаëениþ, вариаöионные заäа÷и иìеþт оãрани-
÷енное ÷исëо сëу÷аев, которые разреøаþт нахоäитü
функöии в общеì виäе из приìенений уравнений Эйëе-
ра. Существуþщие пряìые вариаöионные ìетоäы также
приìеняþтся оãрани÷енно из-за необхоäиìости интеã-
рирования поäобранных коорäинатных функöий и их
произвоäных. У÷итывая, ÷то посëеäнее уравнение ìо-
жет трактоватüся как уравнение с краевыìи усëовияìи,
äëя нахожäения виäа искоìой функöии ìожет бытü
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приìенен ìетоä коëëокаöии [2]. Дëя реøения заäа÷и та-
киì способоì необхоäиìо составитü базисные функöии,
которые обеспе÷иваþт выпоëнение преäеëüных усëовий.

Преäеëüные усëовия äëя конкретноãо сëу÷ая:

— коорäинаты на÷аëüной то÷ки O{0,0},

= 0;

— произвоäная от траектории по вреìени в на÷аëе
äвижения (т. е. скоростü в направëении оси OZ ) äоëжна

обеспе÷иватü выпоëнение усëовия = zk;

— в коне÷ной то÷ке A{xk, zk} äоëжны обеспе÷иватüся

усëовия = vz0;

— произвоäная от траектории по вреìени в конöе
äвижения в направëении оси OZ äоëжна равнятüся ну-

ëþ: = 0.

Дëя выбора базисной функöии не существует опре-
äеëенных правиë иëи аëãоритìов, поэтоìу она поäоб-
рана интуитивно:

sz = zkx/xk + t(vz0 – xvz0/xk – a1(x – xk)
2
t –

– a2(x – xk)
3
t
2 – a3(x – xk)

4
t
3), (2)

ãäе a1, a2, a3 — произвоëüные коэффиöиенты, которые
нужäаþтся в опреäеëении. Зна÷ение произвоäных от ба-
зисной функöии поäставëяеì в уравнение Эйëера—Пу-
ассона—Остроãраäскоãо и составëяеì уравнение неувяз-
ки äëя то÷ек коëëокаöии, при÷еì ÷исëа то÷ек коëëока-
öии и уравнений неувязок äоëжны бытü равныìи. Зäесü
возникаþт опреäеëенные осëожнения, поскоëüку базис-
ная функöия явëяется функöией äвух независиìых пе-
реìенных. Дëя равноускоренноãо äвижения при t0 = 0
ìожно записатü:

zk = 0,5(vz0 – vz)t,

ãäе vz0 и vz — скоростü в направëении оси OZ в на÷аëе
и в конöе äвижения. Так как по усëовиþ краевой заäа÷и
vz = 0, то общее вреìя äвижения составит τ = t = 2zk/vz0.
Коэффиöиенты уравнения (2) ìоãут бытü найäены при
реøении систеìы уравнений ÷исëенныì способоì.
Можно взятü сëеäуþщие то÷ки коëëокаöии с ÷исëоì
неизвестных x = 0,025; 0,05 и 0,075, которые не ëежат на
ãраниöах.

Вы÷исëение трех зна÷ений функöий äëя конкретных
параìетров äает три уравнения, которые иìеþт ÷резвы-
÷айно ãроìозäкий виä, поэтоìу привоäитü их в статüе
неöеëесообразно. Укажеì ëиøü, ÷то боëüøинство пре-
образований провоäиëосü с приìенениеì систеìы сиì-
воëüной коìпüþтерной ìатеìатики. Реøение систеìы
уравнений несвязок äëя конкретных параìетров и то-
÷ек коëëокаöии иìеет виä: a1 → 19,4394, a2 → –4,32884,
a3 → 13715,9. Коне÷ное уравнение траектории ìини-
ìаëüной работы с заäанныìи кинеìати÷ескиìи пара-
ìетраìи äëя конкретных параìетров и режиìов опре-
äеëится при поäстановке поëу÷енных коэффиöиентов в
базиснуþ функöиþ (2).

Поëüзуясü рис. 1, ìожно записатü уравнение äвиже-
ния в проекöиях на касатеëüные к кривой:

–f(mgcosα + m /r) + m  + mgsinα – k = 0, (3)

ãäе  и  — ускорение и скоростü; r — раäиус кривизны

кривой; k = mg/  — коэффиöиент аэроäинаìи÷ескоãо

сопротивëения äвижениþ; m — ìасса ÷асти÷ки;  —

скоростü витания (крити÷еская скоростü) ÷асти÷ки; g —
ускорение зеìноãо тяãотения. Так как при построении
кривой быëи приняты фиктивные функöии вреìени
t = τx/xk = zkx/(xkvz0) и с у÷етоì тоãо, ÷то поëиноì не

изìеняет свои свойства, еãо ìожно заìенитü выраже-
ниеì

zx = xzk[1 + (1 – x/xk)]/xk. (4)

У÷итывая, ÷то = [t], ìожно проинтеãрироватü
правые и ëевые ÷асти уравнения (3) и поëу÷итü функ-
öиþ скорости

vx[t] = (Fс  + Fg)t + c1

(зäесü Fg = g(–f cosα + sinα), [ì/с2]; Fс = (–k/m + f/r),

[1/ì], найäя постояннуþ интеãрирования из на÷аëüных
усëовий: при t = 0 vs[t] = vs0. Путü, который пройäет

÷асти÷ка при äвижении по траектории, опреäеëится ин-
теãрированиеì выражения (4).

Уравнение ускоренноãо äвижения вäоëü траектории
иìеет виä:

sk = t(vs0 + 0,5 t),

ãäе = (2Fg t + vs0)/{t[1 – 4Fсt(Fgt + vs0)]
0,5} – 0,5{1 –

– [1 – 4Fct(Fgt + vs0)]
0,5}/(Fсt).

К сожаëениþ, выразитü из неãо функöиþ вреìени
÷резвы÷айно сëожно, поэтоìу ìожно разëожитü выра-
жение еãо с у÷етоì ускорения в норìаëизованный ряä
Макëорена второãо поряäка

skn = t[vs0 + 0,5(Fg + fс )t]

и найти вреìя äвижения ÷асти÷ки. Параìетры α и r ха-
рактеризуþтся зависиìостяìи:

a = –arctg[zk/xk(x/xk – 1 – (1 – x/xk))];

r = –0,5 [1 + zk/xk(–x/xk + 1 + (1 – x/xk))]/zk.

С у÷етоì посëеäних выражений зависиìостü äëя
скорости ÷асти÷ки по конкретной траектории ÷резвы-
÷айно сëожна. Ее ãрафи÷еское преäставëение показано
на рис. 2. Сëеäует у÷естü, ÷то äëя поëу÷ения экстреìаëü-
ноãо зна÷ения скорости (т. е. опреäеëитü ìесто восхож-
äения ÷асти÷ки с направëяþщей кривой) необхоäиìо
иссëеäоватü функöиþ скорости на экстреìуì. К сожа-
ëениþ, выпоëнитü это анаëити÷ески сëожно, но с у÷е-
тоì тоãо, ÷то экстреìуì скорости отсëеживается при
зна÷ениях арãуìента (0,6...0,8)xk, с опреäеëенной веро-
ятностüþ ìожно с÷итатü это зна÷ение арãуìента обес-
пе÷иваþщиì экстреìуì скорости. При÷еì в то÷ках экс-
треìуìа отìе÷ается ее наибоëüøее рассеяние. А по-
скоëüку скоростü витания äëя оäноãо виäа ÷асти÷ек
(наприìер, уäобрений) иìеет существенное рассеяние
от оöенки ее ìатеìати÷ескоãо ожиäания, то проìежуток
сëеäует с÷итатü оптиìаëüныì äëя схожäения ÷асти÷ек с
кривой.

При испоëüзовании коне÷ной то÷ки схожäения с ко-
орäинатой в ãоризонтаëüноì направëении (0,6...0,8)xk
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вертикаëüная коорäината то÷ки восхожäения буäет

= 0,91zk. В конöе такоãо äвижения составные

скорости в проекöиях на ãоризонтаëüнуþ и вертикаëü-
нуþ оси коорäинат буäут иìетü виä:

vx = vscos ; 

vz = vssin .

Выводы

Разреøиìая в коне÷ноì виäе заäа÷а о нахожäении
уравнения кривой, обеспе÷иваþщей заäанный закон äви-
жения ÷асти÷ки, приãоäна äëя опреäеëенноãо кëасса за-
äа÷ поиска кривых с экстреìаëüныìи характеристикаìи.

Приìенение äëя реøения сëожных вариаöионных
заäа÷ ìетоäа коëëокаöии свиäетеëüствует о возìожно-
сти испоëüзования еãо äëя øирокоãо кëасса заäа÷, коãäа

уравнение Эйëера привоäят к äифференöиаëüныì урав-
ненияì с краевыìи усëовияìи.

Поëу÷енная в резуëüтате реøения вариаöионной за-
äа÷и кривая обеспе÷ивает кинеìати÷еский режиì, при
котороì ìожно äости÷ü рассеяния ÷асти÷ек в зависиìо-
сти от их скорости витания. Это свойство кривой ìожет
бытü испоëüзовано äëя рассеяния ÷асти÷ек ìинераëü-
ных уäобрений иëи сеìян, наприìер в поäëаповоì про-
странстве при внутрипо÷венноì внесении уäобрений
иëи посеве.
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Сëожностü совреìенной с.-х. техники, ее высокая
стоиìостü и энерãонасыщенностü выäвиãаþт на пе-
реäний пëан пробëеìу повыøения эффективности
испоëüзования МТА. Дëя ее реøения необхоäиìо в
первуþ о÷ереäü оптиìаëüно управëятü режиìаìи ра-
боты МТА, ÷то без эффективных ìетоäов и среäств
экспëуатаöионноãо контроëя не преäставëяется воз-
ìожныì.

На основе обзора нау÷ных иссëеäований [1] разви-
тие ìетоäов экспëуатаöионноãо контроëя, с наøей
то÷ки зрения, ìожет бытü преäставëено в сëеäуþщеì
виäе:

zk
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α
z
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0,91z
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α
z
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Рис. 2. Зависимость скорости частички от аргумента функции кривой при разных скоростях витания частички и коэффициентах внеш-
него трения

Методы эксплуатационного 
контроля

Эффективность
применения

Субъективные ìетоäы
контроëя (на сëух по работе 
äвиãатеëя, по äыìности
выхëопа отработавøих
ãазов и т. ä.)

Уровенü заãрузки МТА 0,5—0,7. 
Контроëü и управëение режиìаìи 
работы МТА с запазäываниеì по 
вреìени

Допусковый контроëü по 
среäниì зна÷енияì контро-
ëируеìых экспëуатаöион-
ных параìетров

Уровенü заãрузки МТА 0,73—0,89. 
Контроëü и управëение режиìаìи 
работы МТА с запазäываниеì по 
вреìени

Допусковый контроëü по 
текущиì зна÷енияì кон-
троëируеìых экспëуатаöи-
онных параìетров

Уровенü заãрузки МТА 0,85—0,92. 
Контроëü и управëение режиìаìи 
работы МТА с запазäываниеì по 
вреìени


