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ВАРІАЦІЙНІ ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧІ ПРО КОНТАКТНУ ВЗАЄМОДІЮ

ТІЛ БЛИЗЬКОЇ ФОРМИ

Анотація. Пропонується підхід для розв’язання задач контактної взаємодії
тіл близької форми, який базується на основі розвитку їх варіаційних постановок і
застосовується  до  аналізу  контактної  взаємодії  елементів  широкої  множини
конструкцій.  На  початковому  етапі  розв’язання  залучається  модель  контакту
гладких  тіл  довільної  форми.  При  застосуванні  апарату  теорії  варіаційних
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нерівностей  поставлена  задача  зводиться  до  проблеми  мінімізації  функціоналу
повної  енергії  системи  деформівних  тіл  на  множині  пружних  переміщень,  які
задовольняють умовам непроникнення контактуючих тіл одне в одного.

Ключові  слова: контактна  взаємодія,  тіла  близької  форми,  умови
непроникнення  контактуючих  тіл, теорія  варіаційних нерівностей, функціонал
повної енергії, система деформівних тіл 

Abstract. An approach for solving the problems of contact interaction of similar
shaped  bodies  is  proposed,  which  is  based  on  the  development  of  their  variation
positions and is applied to the analysis of the contact interaction of elements in a wide
variety of structures. At the initial stage of the solution, the contact model of smooth
bodies of arbitrary shape is involved. When applying the apparatus of the variational
inequalities  theory,  the  given  task  is  reduced  to  the  problem  of  minimizing  the
functional of the total energy of the system of deformable bodies for a set of elastic
movements that satisfy the conditions of non-penetration of contacting bodies into each
other.

Keywords: contact  interaction,  similar-shaped  bodies,  conditions  of
impenetrability  of  contacting  bodies,  variational  inequalities  theory,  total  energy
functional, system of deformable bodies

Машинобудівні  конструкції  у  багатьох  випадках  мають  у  своєму  складі

велику  кількість  елементів,  які  передають  між  собою  потужність  шляхом

механічного  контакту.  Почасти  ці  спряжені  елементи  при  взаємному  русі  під

навантаженням  номінально  контактують  або  уздовж  номінально  співпадаючих

конгруентних частин поверхонь різних  тіл,  або –  ліній  на  цих  поверхнях.  Це,

наприклад, шліцеві з’єднання, роликопідшипники, зубчасті зачеплення, кулачки,

поршні  та  циліндри  двигунів  внутрішнього  згоряння  тощо.  Проте  реальна

макрогеометрична форма цих тіл має хвилястість, відхилення внаслідок похибок

виготовлення та монтажу, зміщення із-за деформування опорних елементів тощо.

Це  одразу  ж  перетворює  контакт  уздовж  конгруентних  поверхонь  на  контакт

уздовж неспівпадаючих поверхонь.  Разом із тим цей випадок не можна подавати

як традиційний “герцівський” (тобто початково точковий контакт).  Дійсно, і сам

характер початкового контакту,  і  тенденції  зміни розподілів контактних зон та

контактного  тиску  при  зміні  навантаження,  конструктивних  та  технологічних
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чинників  має  суттєві  відмінності  від  згаданого  “герцівського” контакту.  Окрім

того,  цю  відмінність  посилює  наявність  мікрогеометричних  чинників,  які

спотворюють  модель  контакту  гладких  тіл  –  шорсткість  плівки,  напилення,

покриття тощо [1-8].

Отже, у підсумку виникає випадок контактної взаємодії, який має суттєво

відмінний від попередніх моделей фізичний характер контактування. Відповідно,

для  аналізу  закономірностей  контактної  взаємодії  таких  тіл  незастосовні

попередні математичні моделі. Таким чином, потрібна побудова таких моделей,

які  враховують  вплив  згаданих  особливостей  та  суттєво  значущих  нових

чинників.

Задля  досягнення  такої  мети  пропонується  підхід  на  основі  розвитку

варіаційних постановок задач контактної взаємодії тіл близької форми [1,2,7,8].

Своєю чергою,  на  початковому етапі  залучається модель контакту гладких тіл

довільної  форми.  Із  застосуванням  апарату  теорії  варіаційних  нерівностей

поставлена задача зводиться до проблеми мінімізації функціоналу повної енергії

системи деформівних тіл  на  множині  пружних переміщень,  які  задовольняють

умовам непроникнення цих контактуючих тіл одне в одного.

Надалі здійснюються два кроки.

Перший із них полягає у тому, що на макрогеометричному рівні у розгляд

вводиться  опис  збурення  форми  поверхонь  контактуючих  тіл,  наприклад,  у

вигляді  розкладання  в  ряд  за  деякими  базисними  функціями,  заданими  на

контактуючих поверхнях. Таке збурення тягне за собою збурення квадратичної та

лінійної  частини  енергетичного  функціоналу,  проте  він  залишається  за

структурою тим же. Окрім того, змінюються граничні умови контактної взаємодії:

у ці умови індентуються збурення, які відображають зміну початкового зазору. Це

також  не  змінює  структуру  початкових  умов  у  вигляді  нерівностей,  а  лише

кількісно збурює величину початкового нормального зазору між контактуючими

поверхнями. Разом із тим невелике збурення і функціоналу, що мінімізується, і,
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особливо, - крайових умов, можуть спричинити значну зміну розв’язку задачі про

контактну взаємодію порівняно із незбуреним випадком.

Другий  крок  полягає  у  моделюванні  на  мікроструктурному  рівні

привнесення додаткових складових. Фізично це відповідає появі нової, додаткової

структури, яка акумулює в собі деяку енергію. У математичному плані це значить,

що  у  енергетичному  функціоналі,  що  мінімізується,  з’являється  додатковий

доданок.  Цей  доданок  може  бути  не  квадратичним,  проте  –  опуклим

функціоналом.

Отже,  у  результаті  розв’язується  задача  пошуку  мінімуму  випуклого

функціоналу на випуклій множині односторонніх лінійних обмежень.

Тобто,  принципової  зміни  математичної  моделі,  яка  би  не  дала

застосовувати апарат теорії варіаційних нерівностей, не відбувається.

Таким чином,  запропонований підхід вибудовує послідовність кроків,  які

поступово  перетворюють  вихідну  задачу  у  задачу  такого  ж  типу,  проте  із

урахуванням  нових  значущих  чинників.  При  цьому  виконуються  усі  умови

існування та єдиності розв’язку поставленої задачі.

Разом  із  тим,  незважаючи  на  збереження  структури  усіх  компонентів

трансформованої задачі, основними особливостями, які можуть різко змінити їх

розв’язок, є:

1) зміна нульового зазору при привнесенні збурення на форму поверхонь

контактуючих  тіл;  дійсно,  хоча  ці  збурення  порівняно  незначні,  проте  вони

накладаються на початково нульовий зазор, і це – потенційне джерело суттєвих

змін у розв’язку;

2)  зміна  характеру  нелінійної  частини  енергетичного  функціоналу,  яка

відповідає за мікрогеометричні (мікроструктурні) чинники; така зміна у поєднанні

зі змінами, зазначеними у п. 1), теж може призвести до суттєвої зміни розв’язку

задачі.

Врешті-решт,  сформована  математична  постановка,  яка  базується  на

варіаційних принципах, має переваги над попередніми: враховуються, з одного
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боку,  нові  фізичні  чинники;  трансформуються,  з  іншого  боку,  варіаційні

формулювання;  окрім  того,  об’єднуються  у  рамках  єдиної  моделі  мікро-   та

макромасштабні чинники.

Розроблений підхід застосований до аналізу контактної взаємодії елементів

широкої множини конструкцій. 
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