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ВНЕСЕННЯ ДОДАТКОВИХ ЧИННИКІВ У ВАРІАЦІЙНІ ПОСТАНОВКИ 

КОНТАКТНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМИ ПРУЖНИХ ТІЛ  

 

Анотація. У роботі описано новий підхід до побудови математичних та 

чисельних моделей системи пружних тіл у контактної взаємодії. Цей підхід 

базується на ієрархічних варіаційних постановках. Базовий рівень – це принцип 

мінімуму енергетичного функціоналу для випадку контакту гладких тіл. Наступні 

шари моделюють внесок додаткових чинників у деформування тіл. Зокрема, 

пружні проміжні шари між контактуючих тілами зазнають стиснення під дією 
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контактного тиску. За цей пружний відгук відповідає додатковий доданок у 

енергетичному функціоналі. За рахунок подібних додаткових складових 

враховується вплив різних чинників. Це дає можливість природним чином 

розширювати область застосування методів та алгоритмів аналізу контактної 

взаємодії  елементів реальних конструкцій 

Ключові слова: варіаційний принцип, контактна взаємодія, напружено-

деформований стан, метод скінченних елементів, чисельні методи 

Abstract. A new approach to the formulation of mathematical and numerical 

models for a system of elastic bodies in contact interaction. This approach is based on 

hierarchical variational productions. The basis level is a minimum principle in terms of 

an energy functional for the case of contact of smooth bodies. The next level 

incorporates the contribution of additional factors to the deformations of solids. In 

particular, elastic intermediate layers between contacting bodies undergo compression 

under the action of contact pressure. An additional term in the energy functional 

accounts for this elastic response. Due to such additional components, the influence of 

various factors is taken into account. This makes it possible to naturally extend the field 

of application of methods and algorithms for analyzing the contact interaction of 

elements of real structures 

Keywords: variational principle, contact interaction, stress-strain state, finite 

element method, numerical methods 

 

Сучасні машинобудівні конструкції  мають у своєму складі багато 

контактуючих елементів. Вони забезпечують взаємний рух та передачу 

потужності між деталями конструкції. Відповідно, при проектуванні цих 

конструкцій необхідно здійснювати аналіз напружено-деформованого стану 

контактуючих деталей. Із цією метою застосовуються різні аналітичні та чисельні 

методи. Проте натепер не існує універсальних постановок задач про контактну 

взаємодію  елементів конструкцій, які би урахували усі значущі чинники. Отже, 

при виникненні нових таких чинників необхідно розробляти нові моделі 

напружено-деформованого стану та контактної взаємодії  елементів конструкцій. 

Таке становище стримує процес проектних досліджень машинобудівних 

конструкцій. У результаті виникає актуальна задача розроблення узагальнених 

постановок таких задач, які спрямовані на оперативну перебудову розрахункових 

моделей при введенні до розгляду нових значущих чинників. Мета роботи – 

розроблення такої узагальненої постановки.  

Задля розв’язання поставленої задачі залучається новий підхід. Цей підхід 

полягає у поєднанні методу узагальненого параметричного моделювання процесів 
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і станів у складних механічних системах, варіаційних постановок та методу 

скінченних елементів. 

Метод узагальненого параметричного моделювання [1] дає можливість 

описати досліджуваний об’єкт за допомогою узагальнених параметрів ip , і = 1, 

2, … Ці параметри визначають і геометричну форму контактуючих тіл, і 

властивості матеріалів, і навантаження тощо. При цьому шляхом варіювання цих 

параметрів ip  змінюється досліджуваних об’єкт. А відтак змінюються умови 

контактної взаємодії  тіл та їхній напружено-деформований стан. У свою чергу, це 

створює можливості визначити тенденції зміни характеристик напружено-

деформованого стану  при варіювання окремих ip  чи їх множини. І, нарешті, цим 

забезпечується можливість організації процесу цілеспрямованого пошуку 

прогресивних технічних рішень конструкцій за критеріями міцності, жорсткості 

та довговічності. 

Узагальнена параметрична модель досліджуваної системи тіл інтегрується у 

варіаційну постановку задачі аналізу їх  напружено-деформованого стану. При 

цьому у розгляд вводиться множина  різних фізичних чинників. Ці чинники 

описуються блоками узагальнених параметрів 

 ,,...,,, 21 kjjjr ppppP       (1) 

де ...,,2,1r N – номери чинників. 

Тоді пропонується наступний алгоритм: 

1) покладається r: = 0; для визначення напружено-деформованого стану 

контактуючих тіл залучається теорія варіаційних нерівностей [2, 3], яка зводить 

цю задачу до проблеми пошуку мінімуму повної енергії І  досліджуваної системи 

на множині переміщень и, які задовольняють умовам непроникнення тіл одне в 

одного: 

    KubuuaI rrr наmin,
2

1
 ,     (2) 

де rr ba ,  – відповідно квадратична та лінійна форми, 

 ,:   uuuK      (3) 
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де ,  – номери контактуючих тіл,  

  – зазор між контактуючими поверхнями тіл   і  ,  

 uu ,  – нормальні переміщення на поверхнях тіл   і  ; 

2) поповнюється множина чинників r: = r + 1  (тобто додається їх новий 

шар); повторюється процедура (1) та (2); 

3) визначається вплив урахування нових чинників на напружено-

деформований стан контактуючих тіл; 

4) визначається чутливість напружено-деформованого стану контактуючих 

тіл до варіювання окремих параметрів із підмножин rP ; 

5) здійснюється цілеспрямований пошук узагальнених параметрів  
ір , які 

забезпечують прогресивні технічні рішення контактуючих елементів конструкцій 

за критеріями міцності, жорсткості та довговічності; 

6) за потреби цикли 2) – 5) повторюються. 

Іншими словами, початкова структура функціоналу (2) поповнюється 

новими шарами, що відповідають тим чи іншим фізичним чинникам. Наприклад, 

це шорсткість поверхні деталей [4]. Вона привносить додаткові складові у 

квадратичні форми у (2). Отже, природним чином удається переходити до 

моделей вищого рівня. 

Для чисельного розв’язання задачі (2) застосовується метод скінченних 

елементів [5]. Із залученням дискретизації за цим методом проблема мінімізації 

функціоналу (2) зводиться до задачі квадратичного програмування. 

Таким чином, за запропонованим підходом задача аналізу напружено-

деформованого стану контактуючих тіл розпадається на три зв’язаних етапи. 

Завдяки розширеній параметризації удається залучити до множини варійованих 

різні чинники. Також можлива постановка задачі синтезу шляхом 

цілеспрямованого пошуку більш вигідних проєктно-технологічних рішень 

конструкцій за різними критеріями. 

Як ілюстрація застосовності розробленого підходу було здійснено низку 

досліджень напружено-деформованого стану контактуючих елементів штампів, 
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прес-форм, гідропередач, торсіонних валів систем підресорювання, зубчастих 

передач, двигунів внутрішнього згоряння, турбодетандерних установок тощо [3, 

6, 7]. При цьому завдяки можливостям розробленого підходу були установлені 

закономірності зміни технічних характеристик досліджуваних конструкцій при 

варіюванні певних параметрів їхніх контактуючих елементів. А це стало 

підґрунтям  для визначення прогресивних  технічних рішень об’єктів техніки 

військового та цивільного призначення за критеріями міцності, жорсткості та 

довговічності. 

Загальним висновком за підсумками здійснених розробок та досліджень є 

те, що і сам розроблений підхід, і математичні та чисельні методи, які створені та 

удосконалені, а також отримані результати свідчать про їх працездатність та 

ефективність для розв’язання задач аналізу контактної взаємодії та обґрунтування 

прогресивних технічних рішень контактуючих елементів  об’єктів техніки 

військового та цивільного призначення із високими технічними і тактико-

технічними характеристиками 
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