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МЕТОД УСЕРЕДНЕННЯ В ДЕЯКИХ ЗАДАЧАХ
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-
ФУНКЦIОНАЛЬНИМИ РIВНЯННЯМИ

We grounded the application of averaging method to optimal control problems of functional-
difference equations.

Обгрунтовано застосування методу усереднення до задач оптимального керування функцi-
онально-рiзницевими рiвняннями.

Вступ. Одним з найбiльш поширених методiв аналiзу нелiнiйних динамi-
чних систем є метод усереднення. Для систем звичайних диференцiальних рiв-
нянь вiн був обгрунтований Боголюбовим в [1].

В подальшому даний метод узагальнювався на рiзнi класи диференцiаль-
них рiвнянь, наприклад, iмпульснi [4], функцiонально-диференцiальнi ( [5–7])
та iншi.

Метод усереднення виявився також ефективним i до розв’язування задач
оптимального керування. Даним питанням присвячена низка робiт (див.напр.
[1]), де є широка бiблiографiя.

В роботi [2] використано вiдмiнний вiд ранiше вiдомих пiдходiв щодо за-
стосування методу усереднення, а саме здiйснювалось усереднення по часу, що
явно входить в правi частини системи, вважаючи функцiю керування u параме-
тром, далi при дослiдженнi усередненої системи розглядаються тi ж керування,
що i для початкової задачi. Таким чином, множина керувань U для початкової i
усередненої задач спiвпадає, при цьому не вимагається, щоб U була компактом.

У данiй роботi вказаний результат перенесено на системи функцiонально-
диференцiальних рiвнянь. Важливо при цьому вiдзначити, що на вiдмiну вiд
вихiдної системи, усереднена є вже автономною системою звичайних диферен-
цiальних рiвнянь — об’єктом значно простiшої природи, нiж система функцiо-
нально-диференцiальних рiвнянь.

Основним результатом роботи є встановлення зв’язку мiж оптимальним ке-
руванням усередненої та точної систем, а саме доводиться, що оптимальне ке-
рування усередненою системою є ε—оптимальним для точної системи.

Робота складається зi вступу, постановки задачi, допомiжної леми та осно-
вного результату.

1. Необхiднi позначення та постановка задач. Введемо необхiднi для
подальшого позначення та функцiональнi простори.

Hexай h > 0. Через Cn([−h, 0]) позначимо простiр неперервних вектор-фун-
кцiй визначених на [−h, 0], що дiють в простiр R. Введенням норми ∥x∥ =
max[−h,0]|x(t)| вiн перетворюється в банахiв простiр B̂n(X).

Через B̂n(X) позначимо простiр вимiрних вiдображень вимiрного топологi-
чного простору (X,ΣX) в простiр Rn. Тут ΣX— сiгма-алгебра вимiрних множин
в X. Таким чином, елементами простору B̂n(X) є n-мiрнi вимiрнi функцiонали
над простором X.
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В подальшому ми будемо працювати з наступним функцiональним просто-
ром, який у введених позначеннях має вигляд B̂n(R+×Cn([−h, 0])). Тут R+— не-
вiд’ємнi дiйснi числа. Таким чином, якщо елементX(t, z) ∈ B̂n(R+×Cn([−h, 0])),
то вiн є вимiрною функцiєю по першому i третьому аргументах i n-мiрним фун-
кцiоналом за другим аргументом.

Нехай x(t) ∈ Cn([0,∞]), φ(t) ∈ Cn([−h, 0]) при деякому h > 0, X(t, φ) ∈
B̂n(R+ × Cn([−h, 0])). Якщо x(0) = φ(0), то функцiя

x(t, φ) =

{
φ(t), t ∈ [−h, 0]
x(t), t ≥ 0

(1)

неперервна. Введемо для кожного t ≥ 0 елемент xt(φ) ∈ Cn([−h, 0]) наступною
рiвнiстю

xt(φ) = x(t+ θ, φ), θ ∈ [−h, 0]. (2)
Будемо говорити, що функцiя x(t) є розв’язком початкової задачi

x(t) = φ(t), при t ∈ [−h, 0] (3)

для диференцiально-функцiонального рiвняння
dx

dt
= X(t, xt) (4)

на [0,∞), якщо для кожного t ≥ 0 функцiя x(t, φ) з (1) задовольняє спiввiдно-
шення

x(t, φ) = φ(0) +

t∫
0

X(s, xs(φ))ds. (5)

Перейдемо тепер безпосередньо до постановки задачi.
Нехай U—деяка пiдмножина з простору Rn,X(t, z, u) ∈ B̂n(R+×Cn([−h, 0])×

U).
Розглянемо задачу оптимального керування системою диференцiально-фун-

кцiональних рiвнянь.
ẋ = εX(t, xt, u), (6)

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−h, 0], h ≥ 0, φ ∈ Cn([−h, 0]). Тут ε > 0— малий параметр,
x ∈ Rn—фазовий вектор, u = u(t) ∈ U ⊂ Rm—вектор керування, t ≥ 0 T > 0—
деяка константа.

Керування u(t) вважаються допустимими, якщо виконуються умови:
а1) u(t) ∈ U , при t ≥ 0;
а2) u(t)—вимiрнi, локально iнтегровнi при t ≥ 0 функцiї;
а3) для кожного u(t) iснує стала u0 ∈ U , що |u(t) − u0| ≤ φ(t), де φ(t)—

незалежна вiд u(t) функцiя, для якої
∫∞
0
φ(t)dt <∞.

Множину допустимих керувань позначимо F . Для кожного допустимого ке-
рування u(t) через x(t, u) позначимо розв’язок початкової задачi (6) при u =
u(t).

Задача оптимального керування системою (6) полягає в знаходженнi такого
допустимого керування u(t ∈ F ), що забезпечує мiнiмальне значення функцiо-
нала якостi

Jε(u) = Φ

(
X

(
T

ε

)
, u

)
→ inf, (7)
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де Φ(x)—деяка функцiя визначена в Rn. Позначимо Jε = inf
u∈F

Jε(u).
Поставимо у вiдповiднiсть системi диференцiально-функцiональних рiвнянь

(6) усереднену систему звичайних диференцiальних рiвнянь

ẏ = εX0(y, u), y(0) = φ(0), (8)

де

X0(x, u) = lim
T→∞

1

T

t∫
0

X(t, x, u)dt, (9)

та критерiй якостi

J̄ε(u) = Φ

(
y

(
T

ε

)
, u

)
→ inf. (10)

Нехай ū∗(t, ε)— оптисальне керування для задачi (8),(10), тобто J̄ε(u) =
inf
u∈F

J̄ε(u) = J̄ε(ū
∗(t, ε)).

В роботi доводиться, що керування ū∗(t, ε) є η-оптимальним для задачi (6),
(7), а саме, що для довiльного η > 0 iснує ε0 > 0, що при всiх 0 < ε < ε0
виконується нерiвнiсть

|Jε(ū∗(t, ε))− Jε| < η.

Для доведення вище згаданого твердження нам потрiбна наступна лема, що
є узагальненням принципу усереднення для диференцiально-функцiональних
рiвнянь на випадок залежностi правих частин вiд функцiональних параметрiв.

Лема 1. Нехай для вiдображення X(t, z, u) ∈ B̂n(R+ ×Cn([−h, 0]), U) вико-
нанi умови:

1) X(t, z, u) задовольняє умову Лiпшиця в формi : iснує M > 0, що при всiх
φ i ψ ∈ Cn([−h, 0]), u1, u2 ∈ U t ≥ 0 виконана нерiвнiсть

|X(t, φ, u1)−X(t, ψ, u2)| ≤M(∥ φ− ψ ∥ +|u1 − u2|);

2) iснує стала A ≥ 0, що при t ≥ 0, u ∈ U справедлива нерiвнiсть

|X(t, 0, u)| ≤ A;

3) рiвномiрно вiдносно x ∈ Rn та u ∈ U справедлива рiвнiсть (9).
Тодi для довiльних η > 0 i T > 0 iснує ε0 = ε0(η, T ) > 0, що для довiльного

0 < ε < ε0 та t ∈ [0, T
ε
] справедлива нерiвнiсть

|x(t, u)− y(t, u)| ≤ η (11)

для кожного допустимого керування u ∈ F .

Доведення. По-перше, зауважимо, що з умов 1) i 2) леми випливає iсну-
вання, єдинiсть i необмежувана продовжуванiсть вправо розв’язку x(t, u) поча-
ткової задачi (6) ( [7],c.56).

По-друге, з iснування рiвномiрної границi (9) та умов на функцiю X випли-
ває, що функцiя X0(y, u) є глобально лiпшицевою за змiнними y i u та задоволь-
няє за змiнною y умову лiнiйного росту рiвномiрно по u ∈ U . А тому розв’язок
задачi Кошi (8) iснує, єдиний i необмежено продовжуваний вправо.
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Вiзьмемо тепер довiльне η > 0 i зафiксуємо його. Для ε > 0 i довiльного
допустимого керування оцiнимо норму рiзницi мiж розв’язками системи (6) та
наступної системи:

¯̇x = εX(t, x̄t, u0), ¯̇x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−h, 0], (12)

де u0 вибрано з умови a3) для ut.
Переходячи в (6) i (12) до iнтегральних зображень, отримаємо

x(t) = φ(0) + ε

t∫
0

X(s, xs(φ), u(s))ds (13)

та

x̄(t) = φ(0) + ε

t∫
0

X(s, x̄s(φ), u0)ds. (14)

Вiднiмаючи вiд (13) (14) та додаючи i вiднiмаючиX(s, x̄s(φ), u(s)) отримаємо

|x(t)− x̄(t)| = ε

t∫
0

[X(s, xs(φ), u(s))−X(s, x̄s(φ), u(s))]ds+

+ε

t∫
0

[X(s, x̄s(φ), u(s))−X(s, x̄s(φ), u0)]ds.

Використовуючи тепер умову 1) леми отримаємо

|x(t)− x̄(t)| ≤ εM

t∫
0

max
−h≤θ≤0

|x(s+ θ, φ)− x̄(s+ θ, φ)|ds+ εM

t∫
0

φ(s)ds ≤

≤ εM

L
ε∫

0

max
−h≤θ≤0

|x(s+ θ, φ)− x̄(s+ θ, φ)|ds+ εMC,

(15)

де C =
∞∫
0

φ(s)ds.

Позначимо m(t) = sup
s∈[−h,t]

|x(s)− x̄(s)|.

Тодi з (15) отримуємо

m

(
L

ε

)
≤ εM

T
ε∫

0

m(s)ds+ εMC.

Звiдки, з використанням леми Гронуолла-Беллмана маємо, що

m

(
T

ε

)
≤ εMCeTM .
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Останнє означає, що для будь-якого t ∈ [−h, T
ε
] справедлива нерiвнiсть

|x(t)− x̄(t)| ≤ εMCeTM (16)

рiвномiрно по всiх u ∈ F .
Аналогiчними мiркуваннями на [0, T

ε
] отримується така ж оцiнка для розв’яз-

кiв системи
¯̇y = εX0(ȳ, u0),

ȳ(0) = φ(0)
(17)

та розв’язкiв системи (8), тобто

|y(t)− ȳ(t)| ≤ εMCeTM . (18)

виконана рiвномiрно по u ∈ F .
Але для систем (12) та (17) в силу теореми усереднення ( [7],c.256) для до-

статньо малих ε справедлива нерiвнiсть

|x̄(t)− ȳ(t)| ≤ η

2
(19)

при всiх t ∈ [0, T
ε
]. В силу рiвномiрної по u ∈ U збiжностi в (9) дана оцiнка

рiвномiрна по всiм u0 ∈ U .
Тодi з (16), (18) та (19) для t ∈ [0, T

ε
] отримуємо оцiнку

|x(t)− y(t)| ≤ |x(t)− x̄(t)|+ |x̄(t)− ȳ(t)|+ |y(t)− ȳ(t)| ≤ 2εMCeTM +
η

2
≡ η,

рiвномiрну по u(t) ∈ F . Останнє i доводить лему.
2. Основний результат. Перейдемо тепер до викладення основного резуль-

тату роботи. Справедлива наступна теорема.

Теорема 1. Нехай для вiдображення X(t, z, u) ∈ B̂n(R+ × Cn([−h, 0]), U)
виконанi умови попередньої леми та наступнi умови:

1) функцiя Φ(x) задовольняє умову Лiпшиця з константою L > 0 при x ∈
Rn;

2) iснує оптимальне керування ū∗(t, ε) усередненої задачi (8), (10).
Тодi для довiльного η > 0 iснує ε0 = ε0(η), що:
а) для довiльного 0 < ε < ε0 Jε > −∞;
б) виконується нерiвнiсть |Jε(ū∗(t, ε)) − Jε| ≤ η, тобто оптимальне керу-

вання усередненої задачi є η-оптимальним для точної.

Доведення. Твердження а) теореми доведемо вiд супротивного. Нехай а)
не виконується. Тодi iснує послiдовнiсть εn така, що εn → 0, n→ ∞, а

Jεn = −∞. (20)

За означенням iнфiнума, для кожного εn iснує послiдовнiсть керувань unm ∈
F , що

Jεn(u
n
m) → −∞ при m→ ∞. (21)
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Оскiльки цi керування допустимi, то при них системи (6) i (8) мають вiдпо-
вiдно розв’язки xnm(t) i ynm(t) визначенi при t ≥ 0. Оскiльки для системи (8) для
кожного ε iснує оптимальне керування, то

Jεn(y
n
m) > J̄εn > −∞.

Зафiксуємо тепер деяке η0 > 0. Для нього iснує натуральне n0, що при
εn < εn0 справедливi оцiнки

|Jεn(unm)− J̄εn(u
n
m)| =

∣∣∣∣Φ(xnm( Tεn
))

− Φ

(
ynm

(
T

εn

))∣∣∣∣ ≤
≤ L

∣∣∣∣xnm( Tεn
)
− ynm

(
T

εn

)∣∣∣∣ ≤ Lη0.

Звiдси отримуємо

Jεn(u
n
m) > Jεn(u

n
m)− J̄εn(u

n
m) + J̄εn(u

n
m) > J̄εn(u

n
m)− Lη0,

що приводить до протирiччя з (21).
Доведемо тепер твердження б).
Має мiсце нерiвнiсть

Jε ≤ Jε(ū
∗(t, ε)) = J̄ε + LJε(ū

∗(t, ε))− J̄ε(ū
∗(t, ε)).

Але
|Jε(ū∗(t, ε))− J̄ε(ū

∗(t, ε))| =

=

∣∣∣∣Φ(x(Tε , ū∗(t, ε)
))

− Φ

(
y

(
T

ε
, ū∗(t, ε)

))∣∣∣∣ ≤
≤ L

∣∣∣∣x(Tε , ū∗(t, ε)
)
− y

(
T

ε
, ū∗(t, ε)

)∣∣∣∣ .
Звiдки, застосовуючи вище доведену теорему, для довiльного η1 > 0 при доста-
тньо малих ε отримаємо оцiнку

Jε ≤ J̄ε + Lη1. (22)

З означення iнфiнуму також маємо, що для вибраного η1 iснує керування
uη1(t, ε) з виконанням нерiвностi

Jε(uη1(t, ε)) < Jε + η1.

З останньої отримується оцiнка

J̄ε = J̄ε(ū
∗(t, ε)) ≤ J̄ε(uη1(t, ε)) ≤ J̄ε(uη1(t, ε)) + Jε + η1 − Jε(uη1(t, ε)).

Використовуючи умову 1) теореми та доведену лему, з (22) будемо мати

J̄ε ≤ Jε+(L+1)η1 .
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Врахувавши при цьому (10) з останньої нерiвностi отримуємо оцiнку мiж кри-
терiями якостi точної та усередненої систем

|Jε − J̄ε| ≤ (L+ 1)η1. (23)

Далi розглянемо рiзницю

|Jε(ū∗(t, ε))− Jε| ≤ |Jε(ū∗(t, ε))− J̄ε|+ |J̄ε − Jε|. (24)

Але

|Jε(ū∗(t, ε))− J̄ε| =
∣∣∣∣Φ(x(Tε , ū∗(t, ε)

))
− Φ

(
y

(
T

ε
, ū∗(t, ε)

))∣∣∣∣ ≤ Lη1.

Звiдси, з урахуванням (23) i (24) остаточно отримуємо

|Jε(ū∗(t, ε))− Jε| ≤ η,

де η = η1(2L+ 1), що й доводить теорему.
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