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Постановка проблеми. Методи математичного комп’ютерного 

моделювання знаходять все більш широке застосування для 

дослідження різноманітних систем та явищ. Перспективним є 

моделювання складних абстрактних квантово-механічних явищ та 

процесів. Це зумовлено тим, що знання з квантової фізики мають  

важливе значення для розвитку різних технологій в сфері енергетики, 

транспорту, отримання нових матеріалів з заданими властивостями, 

розвитку інформаційних технологій та обчислювальної техніки тощо. 

Тому на сьогодні є актуальним розробка моделей різноманітних 

квантових точок (quantum dot – QD), які використовуються у багатьох 

сучасних приладах [1, 2].  

Аналіз останніх досліджень. В роботах [3-16] розглянуто 

застосування математичного комп’ютерного моделювання квантово-

механічних явищ та процесів, де приведено моделі різноманітних 

квантових точок (QD) та отримані дискретні спектри власних значень 

енергії та хвильових функцій електронів. Розглянуто також залежність 

спектрів власних значень енергії від форми та розмірів квантової 

точки. В роботі [17] розглянуто структуру енергетичних квантових 

рівнів у квантовій точці, яка має форму стиснутого тіла обертання. 

Для розрахунків хвильової функції, щільності ймовірності, хвильових 

чисел, власних значень енергії та побудови відповідних графіків 

використовуються пакети програм Scilab, MathCad, дискретні моделі 

розв’язку диференціальних рівнянь у частинних похідних та дискретні 

структуровані сітки [19].  

Однак дослідниками не розглядалось питання моделювання 

стану електронів з використанням пакета програм Scilab. 

Формулювання цілей статті. Розробити модель просторової 

(3D), прямокутної квантової ями з нескінченно високими стінками та 

на її основі запропонувати віртуальні імітаційні лабораторні роботі з 

вивчення та дослідження зонної теорії провідності твердих тіл.  

                                                 
© Сосницька Н. Л., Морозов М. В., Халанчук Л. В.  
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Основана частина. Використано методи математичного 

комп’ютерного моделювання для вивчення та дослідження хвильової 

функції електрона та власних значень енергії і їх залежності від 

структури, форми та розмірів квантові точки (QD).  

Застосування пакета програми Scilab дозволяє візуалізувати вид 

хвильової функції та щільності ймовірності для 3D просторової 

квантової ями. 

Постановка задачі. Знайти розв’язок рівняння Шредінгера для 

стаціонарних електронів та власні значення енергії і їх залежність від 

параметрів зразка. 

Розглянемо моделювання стану вільних електронів у металах і 

сплавах та утворення зони провідності у випадку, коли робота А 

виходу електрона з металу багато більша, ніж енергія теплового 

хаотичного руху електрона [18]:  

А kT . 
 

Вважаємо, що область 3D простору, в якій може рухатись 

електрон, визначається нерівностями (рис. 1.а):  

0 x a  ; 0 у b  ; 0 z c  . 

 

 
а) параметри зразка; б) потенціальна енергія електрона. 

Рис. 1. Квантова прямокутна 3D потенціальна яма.  

 

Хвильове рівняння Шредінгера для стаціонарних станів                         

S – електронів має вигляд: 

 

( 
𝜕2𝛹

𝜕𝑥2 +
𝜕𝛹

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝛹

𝜕𝑧2 ) +
2m

ℏ2 𝐸𝛹 = 0,                  (1) 

 

Граничні умови для хвильової функції:  

 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0о y z x o z x y o a y z x b z x y c         (2) 

 

Рішення диференціального рівняння (1) у частинних похідних 

шукаємо у вигляді (метод Фур’є розділення змінних): 
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1 2 3( , , ) sin sin sinx y z A k x k y k z                         (3) 

Тоді                                 

  
2 2 2 2

1 2 32m
E k k k                                  (4) 

Знаходимо хвильові числа, використовуючи граничні умови: 

1
1

n
k

a


  ;                  

2
2

n
k

b


 ;                    

3
1

n
k

с


  

де n1, n2, n3  = 1, 2, 3… - квантові числа.  

 

Амплітуду хвильової функції А визначаємо з умови нормування 

хвильової функції: 

∫ 𝐴2 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑘1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑘2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑘3𝑥𝑑𝑉 = 1 

         

1/2
8

А
abc

 
  
 

                                           (5) 

Будуємо графіки щільності ймовірності знаходження електрона 

в 3D потенціальній ямі (рис. 2) для випадку 1,1 1,2 1,3 1n n n    та 

2,1 2,2 2,3 2n n n   : 

2 2 21 28
, , , , sin sin

2 2

n nc c
x y x y x y

abc a b

 


      
         

       
      (6) 

  
а) б) 

  
в) г) 

а) n1=1, n2=1; б) n1=1, n2=2; в) n1=2, n2=1; г) n1=2, n2=2. 

Рис. 2. Графіки щільності ймовірності знаходження електрона в 

потенціальній ямі. 
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Використовуючи метод Фур’є розділення змінних, граничні 

умови та чисельний метод послідовних наближень (ітерацій) 

визначаємо власні значення енергії En,m  та хвильові числа.  

З метою підвищення якості та ефективності базової фізико-

математичної підготовки здобувачів вищої освіти інженерних 

спеціальностей на основі результатів нашого дослідження було 

розроблено віртуальні імітаційні лабораторні роботи з дисциплін 

фізика, фізичні основи сучасних інформаційних технологій, фізико-

математичне забезпечення магістерських програм, де вивчаються 

елементи квантової фізики. Така організація освітнього процесу 

сприяє актуалізації знань та формуванню наукового стилю мислення 

студентів; дозволяє створювати проблемні ситуації, що спонукає 

студентів до пошуку відповіді в процесі самостійної розумової 

діяльності; сприяє узагальненню й осмисленню знань, отриманих при 

виконання завдань та розв’язуванні задач. 

Висновки. Розглянуто математичні, комп’ютерні моделі 

просторової прямокутної квантової ями з нескінченно високими 

стінками. Отримані хвильові функції, власні значення енергії та 

щільності ймовірності знаходження електрона в заданій області 

простору. Результати дослідження кванторозмірних структур 

використовуються при організації та проведенні імітаційних 

віртуальних лабораторних робіт з дисциплін: фізика, фізичні основи 

сучасних інформаційних технологій і фізико-математичне 

забезпечення магістерських програм при вивченні розділів «Зонна 

теорія твердих тіл» та «Електронна провідність металів». 
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МАТЕМАТИЧНЕ КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

КВАНТОВО-МЕХАНІЧНИХ ЯВИЩ ТА ПРОЦЕСІВ 

Сосницька Н. Л., Морозов М. В., Халанчук Л. В. 

 
Анотація 

У статті розглянуто застосування математичного комп’ютерного 

моделювання стану електронів у просторовій квантовій ямі з нескінченно 

високими стінками. Використано хвильове рівняння Шредінгера для стаціонарних 

станів електрона і граничні умови для отримання власних значень енергії та виду 

хвильової функції і щільності ймовірності. Для аналітичного розв’язку рівняння 

Шредінгера використовується метод Фур’є розділення змінних. Для побудови 

графіків хвильової функції та щільності ймовірності знаходження електрону в 

заданій області квантової ями використано пакети програм Scilab, MathCad, 

дискретні моделі розв’язку диференціальних рівнянь у частинних похідних та 

дискретні структуровані сітки. 

Ключові слова: математичне комп’ютерне моделювання, рівняння 

Шредінгера, квантові точки, хвильова функція, власні значення енергії електрона, 

структуровані дискретні моделі, віртуальні імітаційні лабораторні роботи. 

 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ И ПРОЦЕССОВ 

Сосницкая Н. Л., Морозов Н. В., Халанчук Л. В. 

 
Аннотация 

В статье рассмотрено применение математического компьютерного 

моделирования состояния электронов в пространственной квантовой яме с 

бесконечно высокими стенками. Использовано волновое уравнение Шредингера 

для стационарных состояний электрона и граничные условия для получения 
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собственных значений энергии, вида волновой функции и плотности вероятности 

нахождения электрона в заданной области квантовой ямы. Для аналитического 

решения уравнения Шредингера используется метод Фурье разделения 

переменных. Для построения графиков волновой функции и плотности 

вероятности нахождения электрона в заданной области квантовой ямы 

использованы пакеты программ Scilab, MathCad, дискретные модели решения 

дифференциальных уравнений в частных производных и дискретные 

структурированные сетки. 

Ключевые слова: математическое компьютерное моделирование, 

уравнение Шредингера, квантовые точки, волновая функция, собственные 

значения энергии электрона, структурированные дискретные модели, 

виртуальные имитационные лабораторные работы. 

  

MATHEMATICAL COMPUTER SIMULATION OF QUANTUM-

MECHANICAL PHENOMENA AND PROCESSES 

N. Sosnyckaya, M. Morozov, L. Khalanchuk  

 
Summary 

The article deals with the application of mathematical computer simulation of 

the state of electrons in a spatial quantum well with infinitely high walls. Mathematical 

computer simulation methods were used to study and research the wave function of an 

electron and the eigenvalues of energy and their dependence on the structure, shape and 

size of a quantum dot. We used the Schrödinger wave equation for steady state electrons 

and boundary conditions to obtain the eigenvalues of the energy and the type of wave 

function and probability density of finding an electron in a given quantum well. The 

analytical solution of the Schrödinger equation uses the Fourier method of separating 

variables. Using the Fourier method of separation of variables, the boundary conditions 

and the numerical method of successive approximations (iterations) determine the 

eigenvalues of energy and wave numbers. Scilab, MathCad software package, discrete 

partial differential equation models, and discrete structured grids were used to plot the 

wave function and the probability density of finding an electron in a given quantum 

well. Using the Scilab software package, you can visualize the kind of wave function 

and probability density for a 3D spatial quantum well. The results of the research were 

used to provide methodological support for the laboratory practicum in the following 

disciplines: physics, physical foundations of modern information technologies and 

physico-mathematical provision of master's programs in the study of sections "Zone 

theory of solids" and "Electronic conductivity of metals".    

Key words: mathematical computer simulation, Schrödinger equation, quantum 

dots, wave function, eigenvalues of electron energy, structured discrete models, virtual 

simulation laboratory works. 
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